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Einleitung 

M-Jas Abel sehe Theorem über die hyperelliptischen Integrale bildet die 
Grundlage für die Theorie einer neuen Gattung analytischer Functionen, die 
deswegen passend Abel'sche Functionen genannt, und folgendermaßen definirt 
werden können. 

Es bedeute 

R(x) = A (x - ai)(x - d 2 ) • ■ • (x - a 2g+1 ) 

eine ganze Function (2g + l)ten Grades von x, wobei angenommen werde, daß 
unter den Größen 

d\, d 2 , •••/ ü 2q+\ 

keine zwei gleiche sich finden, während sie im Übrigen beliebige (reelle und 
imaginäre) Werthe haben können. Ferner seien u\, u 2l ■ ■ ■ , Ug g unbeschränkt 
veränderliche Größen, und zwischen diesen und eben so vielen von ihnen 
abhängigen X\,x 2 ,..., Xg die nachstehenden Differential-Gleichungen, in denen 

P(x) das Product (x - d\)(x - d 2 ) ■■ ■ (x - dg) 

bedeutet, gegeben: 

1 P(*i) dxi 1 P(x 2 ) dx 2 1 P(x Q ) dx g 

du-i = . ; + . ; + • • • + . ; 

2x 1 -a 1 jR(pci) 2x 2 -a 1 ^R(x 2 ) 2x g -a 1 jR( X g) 

1 P(xi) dx x 1 P(x 2 ) dx 2 1 P(x e ) dx g 

du 2 - . — . + . — . h + 



2 x l ~ a 2 ' ViRfri) 2 x 2 - fl 2 ' y/R(x 2 ) 2x g -a 2 ' JR( Xg )' 

1 P(x a ) dx x 1 p (x 2 ) dx 2 1 P(x g ) dxg 

du p - -z . , + . ; +••• + - ■ ; ) 

2*1-00 V^l) lx ^~ a Q V^te) 2x p~ a 9 V^e) 

mit der Bestimmung, daß X\, x 2 , . . . , Xg die Werthe d\, d 2 , . . . , dg annehmen 
sollen, wenn u\, u 2l ... , Ug sämmtlich verschwinden. 

Alsdann sind X\, x 2 , ... , Xg als die Wurzeln einer Gleichung von der 
Form 

X Q + P lX V- 1 + P 2 X^~ 2 + ---+Pg = 



*) Man kann diesen Differential-Gleichungen mancherlei verschiedene Formen geben; die 
hier gewählte vereinfacht die Rechnung nicht unwesentlich, ohne daß, wie später soll gezeigt 
werden, der Allgemeinheit Abbruch geschieht. 



zu betrachten, wo P\, P 2 , ■ ■■ , Pg eindeutige analytische Functionen von u\, 
U2, ■■■ , Ug bedeuten; während eine zweite ganze Function von x des (g - l)ten 
Grades 

Q lX ^ + Q 2X 9-2 + ... + Q&r 

deren Coefficienten eben solche Functionen von u\, u 2l ■ ■ ■ Ug sind, wenn man 
x - X\, x 2 , • • • , Xg setzt, die zugehörigen Werthe von 

y/R(xi), y/R(x 2 ), ■■■, y/R(x e ) 

giebt.*) 

Hiernach ist jeder rational und symmetrisch aus 

x x ,x 2 ,...,x q und V Ä (*l)' y/R(x 2 ), ..., y/R(x g ) 

zusammengesetzte Ausdruck als eine eindeutige Function von u\, u 2 , ... Ug 
anzusehn. Insbesondere aber zeigt es sich, daß das Product 

(fl r - x\){at - x 2 ) ■ ■ ■ (flr - Xg), 

wo r eine der Zahlen 1, 2, . . . 2g + 1 bedeutet, das Quadrat einer solchen ist. 
Betrachtet man demgemäß, indem man 

(p(x) - (X - X X ){X -X 2 )---{X- Xg) 

setzt, und unter h\, h 2 , ... , h 2 g+i Constanten versteht, die Größen 

V%<p(fli), y/h 2 (p(a 2 ), ..., ^h 2e+1 (p(a 2 g +1 ) 

als Functionen von u\, u 2 , ... r Ug, so kann man nicht nur aus denselben die 
Coefficienten der Gleichung, deren Wurzeln X\, X 2 , . . . , Xg sind, leicht zusam- 
mensetzen, sondern sie zeichnen sich auch gleich den elliptischen sin am m, 
cos am u, A am u, auf welche sie sich für g - 1 reduciren, und denen sie über- 
haupt vollkommen analog sind, durch eine solche Menge merkwürdiger und 
fruchtbarer Eigenschaften aus, daß man ihnen und einer Reihe anderer, im Zu- 
sammenhange mit denselben stehenden, vorzugsweise den Namen „Abel'sche 
Functionen" zu geben berechtigt ist, und sie zum Hauptgegenstande der Be- 
trachtung zu machen aufgefordert wird. 

Die nächste Aufgabe, welche sich nun darbietet, betrifft die wirkliche 
Darstellung der im Vorstehenden definirten Größen, sowie die Entwicklung 



*) Den ersten Theil dieses Satzes hat bereits Jacobi ausgesprochen, und dadurch den wahren 
analytischen Charakter der Größen %\, %i, ■ . ■ , x„ klar gemacht. 



ihrer hauptsächlichsten Eigenschaften. Sodann ist es auch erforderlich, das 
Integral 



I 



(F(x 1 )dx 1 F(x 2 )dx 2 F{x e )äxg 



wo F(x) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, als Function von u\, 
u 2 , ■ ■ ■ , Ug auszudrücken. Beide Probleme finden in der gegenwärtigen Schrift, 
deren Resultate ich zum Theil schon früher in zwei kleinern Abhandlungen*) 
bekannt gemacht habe, ihre vollständige Erledigung, und zwar auf einem Wege, 
welcher von dem für die Abel'schen Functionen zweier Argumente von Göpel 
und Rosenhain betretenen gänzlich verschieden ist. Die genannten Mathema- 
tiker gehen nämlich von unendlichen Reihen aus, die sie aus denen, durch 
welche Jacobi die elliptischen Functionen auszudrücken gelehrt hat, durch ei- 
ne von tiefer analytischer Einsicht zeugende Verallgemeinerung erhalten, und 
zeigen dann, wie sich aus denselben, die zwei veränderliche Größen U\,u 2 ent- 
halten, die Coefficienten einer quadratischen Gleichung so zusammensetzen 
lassen, daß zwischen deren Wurzeln und U\,u 2 zwei Differential-Gleichungen 
von der oben aufgestellten Form bestehen. Dagegen war mein Bestreben von 
Anfang an auf die Auffindung einer Methode gerichtet, die geeignet sei, un- 
mittelbar von den genannten Differential-Gleichungen aus für jeden Werth von 
q auf einem einfachen, alle Willkührlichkeit ausschließenden Wege zur Dar- 
stellung der Größen x\, x 2 , . .., Xg als Functionen von u\, u 2 , ... , Ug in einer 
für alle Werthe der letztern gültig bleibenden Form zu führen. Durch weitere 
Ausbildung eines Verfahrens, dessen ich mich bereits früher zur directen Ent- 
wicklung der elliptischen Functionen, ohne Voraussetzung der Multiplications 
- und Transformations-Formeln mit gutem Erfolge bedient hatte, gelang es 
mir, das Ziel, welches ich mir gesteckt, vollständig zu erreichen; wo sich denn 
als schließliches Resultat meiner Untersuchungen ergab, daß sich sämmtliche 
Abel 'sehe Functionen einer bestimmten Ordnung auf eine einzige, in einfacher 
Form darstellbare Transcendente zurückführen lassen. Damit ist aber für sie 
dasselbe erreicht, was für die elliptischen Functionen Jacobi gethan hat, und 
was Lejeune Dirichlet in seiner Gedächtnißrede auf den großen Mathematiker 
mit Recht als eine der bedeutendsten Leistungen desselben bezeichnet. 

Die vorliegende Arbeit ist unter mancherlei äußern Hemmungen ent- 
standen, die mir nur von Zeit zu Zeit, und oftmals nach langer Unterbrechung, 
mit derselben mich zu beschäftigen gestatteten. Ohne Zweifel wird man Spuren 
davon an nicht wenigen Stellen entdecken. Gleichwohl hoffe ich, daß ihr die 
Sachkundigen auch in der Gestalt, wie ich sie jetzt ihrer Beurtheilung vorlege, 



*) Programm des Braunsberger Gymnasiums v. J. 1849 und Crelle's Journal Bd. 47. 



nicht ganz ihren Beifall versagen, und wenigstens ein Ergebniß derselben mit 
Befriedigung aufnehmen werden, die Thatsache nämlich, daß sich die ellip- 
tischen und die Abel'schen Functionen nach einer für alle Ordnungen gleich 
bleibenden und zugleich directen Methode behandeln lassen; und ich trage 
kein Bedenken, zu gestehen, daß ich auf dieses Resultat meiner Arbeit einigen 
Werth lege, und es als ein für die Wissenschaft nicht unbedeutendes betrachte. 



Erstes Kapitel. 

Erklärung der Abel'schen Functionen; Bestimmung der 
analytischen Form derselben. 

§•1. 

Ich beginne mit der Ermittelung der Form, unter welcher der Zusammenhang 
zwischen den Größen x\, %i, ..., Xg und u\, ui, ■■■, Ug dargestellt werden 
kann. Zuvörderst aber möge, zur Vermeidung von Wiederholungen, hier ein 
für allemal in Betreff einiger Bezeichnungen, die ich im Verlaufe der ganzen 
Abhandlung unverändert beibehalten werde, Folgendes festgestellt werden. 

Die ersten Buchstaben des deutschen Alphabets, a, b, c ... sollen, sobald 
nicht ausdrücklich etwas Anderes bestimmt wird, ausschließlich Zahlen aus 
der Reihe 

1, 2, ..., Q 

bedeuten, in der Art, daß jeder derselben, wo er in einer Formel vorkommt, 
unabhängig von den übrigen etwa in ihr sich findenden, sämmtliche dieser 
Reihe angehörigen Werthe durchlaufen kann. Ein Ausdruck, der einen oder 
mehrere dieser Buchstaben enthält, repräsentirt demnach, je nachdem die Zahl 
derselben 1, oder 2, oder 3 u. s. w. ist, g, oder g 2 , oder p 3 u. s. w. Werthe. Die Sum- 
me aller dieser Werthe soll dann ferner durch ein dem Ausdrucke vorgesetztes 
Yj bezeichnet werden, und zwar in der Regel ohne besondere Andeutung der 
Buchstaben, auf welche es sich bezieht, was nur in dem Falle nicht unterbleiben 
darf, wenn außer derselben noch andere deutsche Buchstaben vorkommen. 



Hiernach ist z. B. 



a=g 

a=l 
a=gb=g 

a=l b=l 



Dagegen soll 



a=g 
^F(a,b) = ^F(a,b) 

o a=l 

a=pb=(? 

£F(a,b,e) = ££F(a,b,e) 

a,b a=l b=l 

sein; u. s. w. 

Kommt es in einem besondern Falle vor, daß bei einer solchen Summa- 
tion ein Buchstabe von den festgesetzten Werthen irgend einen bestimmten 
nicht annehmen darf, so soll darauf durch ein dem X oben beigefügtes (') 
aufmerksam gemacht, und zugleich der auszuschließende Werth neben der 
Summenformel angegeben werden; wonach z. B. die Bedeutung der Formel 



I' 



a a -flb 



(as*b) 



klar ist. 

Endlich bemerke ich noch, daß eine Gleichung, die einen, oder zwei 
u. s. w. der in Rede stehenden deutschen Buchstaben enthält, ein System von 
q, oder (r u. s. w. Gleichungen darstellt; so daß z. B. die in der Einleitung 
aufgestellten Differential-Gleichungen sämmtlich in der folgenden 



(1.) du h = £ \ 



P(x a ) dx a 



enthalten sind. 

Dies vorausgeschickt soll nun zunächst gezeigt werden, daß sich X\, %i, 
. . . , Xg bei hinlänglich kleinen Werthen von u\, Ui, ■ ■■ , Ug nach ganzen positiven 
Potenzen dieser Größen in convergirende Reihen entwickeln lassen. 



Wenn die Differenz x - a x , wo r irgend eine der Zahlen 1, 2, ... , 2g + 1 
bezeichnen soll, dem absoluten Betrage*) nach kleiner ist als die Differenz 
zwischen a x und jeder andern der Größen a\, a^, • ••, #2p+l (was durch den 
Ausdruck „es befinde sich x in der Nähe von a x " bezeichnet werden möge), so 
läßt sich 

1 

durch eine convergirende Reihe von der Form 



yfW) 



1 

, = ■ (l + (t)i (x - flr) + (t)2 (X ~ a x ) 2 + ■■■} 

y/R f (a x )(x-a x ) y ' 

darstellen, wo R'(x) = , und (t)j, (r)2 u. s. w. rational aus a x und den 

Coefficienten von R(x) zusammengesetzte Ausdrücke sind. 

Wird daher angenommen, es befinde sich X\ in der Nähe von a\, x 2 in 
der Nähe von a 2 u. s. w., und setzt man, 

R(x) dP(x) 

prT=A (x-a g+1 )---(x-a 2g+ i) mit Q{x), —^- mit P'(x) 

bezeichnend, 

(Z) #S^) =S " 



so hat man 

1 .P(xa) ^a 



2 *a - X b ^/R( Xa ) 



((a, b) + (a, b)j sj + (a, b) 2 sj + • • • ) ds a , 



wo (a, b)o, (a, b)j u. s. w. rationale, aus a Q / ^b un d den Coefficienten von P(x), 
Q(x) zusammengesetzte Ausdrücke bedeuten, und insbesondere 

(et, a)o = 1, (et, b) = 0, wenn et ^ b, 



*) Unter dem absoluten Betrage oder Werthe einer complexen (imaginären) Größe verstehe 
ich hier den analytischen Modul derselben, wie er sonst genannt wird. Der Umstand, daß 
das Wort Modul in so verschiedenem Sinne gebraucht wird, und namentlich in der Theorie 
der elliptischen und Abef sehen Functionen bereits eine feststehende Bedeutung hat, möge die 
Einführung der vorgeschlagenen Benennung entschuldigen. 



ist. Hiernach geben die Gleichungen (1.) durch Integration 






(3.) 



n = 1 .. .00 



u 2 ~ s 2 + S 



Jyi (a / 2) n 2n+1 \ 
\Z^2n + l a 



/' 



n = 1 .. .00 



tt£ = Sg + 






n = 1 . . .00 



Aus diesen Reihen erhält man dann ferner durch Umkehrung die folgenden, in 
denen (u\, u 2 , ■ ■ ■ , Ug) n eine ganze homogene Function rtten Grades von u\, u 2 , 
... , Ug bezeichnen soll. 



(4.) 



l(P'(ai) \ 

si = ^Tv^T^i -0 !)) " M i + (ui,u 2 , . . . ,u g ) 3 + (1*^1*2, . . . ,u g ) 5 + ■ ■ ■ , 



$2 = A/(q7^)"( x 2 - a 2 )j = u 2 + («i, u 2 , . . . , u g ) 3 + (u v u 2 ,..., u g ) 5 + ■■■ , 



\Q(a 2 ) 



\<P'{a e ) \ 

\\ 0(a) ^ 9 ~ Uq) ) = u ? + ( Uv M2 ' • • • ' u eh + ("1/ u 2 ,..., u Q ) 5 + ■■■ 



Sq = 



Ferner, da sich 



P(Xa) 



yfWÖ) 



in eine Reihe von der Form 



Sa + (a)i s 3 a + (a) 2 s 5 a + 



entwickeln läßt, 



P(x a ) y/R&ä) 

(5-) r^— = „,.. n = U ü + {Ul,U 2 , ... ^g)?, + (lll,U 2 , ... ,Ug) 5 + 



yßÜxä) Q( x a) 



(a = l,2,...,g) 



Die vorstehenden Reihen können nicht für alle Werthe von U\, u 2 , ■ ■ ■ , Ug con- 
vergiren, sondern nur für solche, die gewisse Bedingungen erfüllen. Es ist aber 
für den gegenwärtigen Zweck nicht erforderlich, diese aufzusuchen; es genügt 
vielmehr anzunehmen, daß die Reihen (3 - 5) für irgend welche Werthe von u\, 
u 2 , • • • / Ug, deren absolute Beträge durch U\, U 2 , ... , Ug bezeichnet werden 
mögen, sämmtlich convergent seien - wozu man nach einem allgemeinen Satze 
über die Reihenentwicklungen von Functionen, die algebraischen Differential- 
Gleichungen genügen, berechtigt ist*) . Dann sind sie es auch unbedingt, sobald 
man für u\, u 2 , . . . , Ug nur solche Werthe zuläßt, die dem absoluten Betrage 
nach kleiner als beziehlich U\, U 2 , ■ ■ ■ , Ug sind, und geben unter dieser Vor- 
aussetzung 

xi, x 2 , ...,x Q , ^R{x{), y/R(x 2 ), ■■■, ^R(x g ) 

als völlig bestimmte, eindeutige Functionen von u\, u 2 , •••, Ug. Wenn man 
aber die vorstehenden Größen für alle Werthe von u\, u 2 , ■■■, Ug innerhalb 
der bezeichneten Gränzen berechnen kann, so ist durch das Abel'sche Theorem 
die Möglichkeit gegeben, dieses auch für beliebig große Werthe der genannten 
Veränderlichen auszuführen. 

§•2. 

Um dieses nachzuweisen, nehme man statt u\, u 2 , ... , Ug (2y) Reihen von je g 
solchen veränderlichen Größen 

U-^, U^, ■ • ■ I Ug, 



(1.) 



U-y , U^ , ■ ■ ■ , Ug , 



(2u) (2y) (2/i) 

M i / M 2 1 • • • 1 u g 



an, die keiner andern Beschränkung unterworfen sein sollen, als daß 

U' U" iF^ 

u a> u a 1 ■ ■ ■ ' u a 

sämmtlich dem absoluten Betrage nach kleiner als U a vorausgesetzt werden. 
Ferner bezeichne man, wenn m eine der Zahlen 1, 2, ... , 2[i bedeutet, mit 

c (m) „(m) (m) 

ü l ' ö 2 ' " " ' ' g ' 

Y (m) (m) (m) 



*) Vergl. meine Abhandlung über die analytischen Facultäten in Crelle's Journal Bd. 51. S. 43. 



die Größen, welche man für 



x \> 



52/ 
x 2> 



X Qr 



yJRiXl), y/Rfa), ..., y/R&Q) 



vermittelst der Reihen (4, 5) des vorhergehenden §. erhält, wenn man dort u^ , 

ui ' , ... , u\' an die Stelle von u\, ui, ■■■ , Ug setzt. Sodann hat man zwei ganze 
Functionen M(x), N(x) von der Form 



(2.) 



M(x) = x^ + M x x^~ l + ■■■+ M^g, 
vermittelst der folgenden (2(j.g) Gleichungen 



(3.) 



y/ R K) 
M{Xa) QK) +N{Xa) 


= 0, 


M ™ S^^ 


= 0, 






Mixf^fXmx^) 

Q(x ( r) 


= 0, 



(<x = i,2,...,e) 

zu bestimmen, worauf die ganze Function (2(ig + p)ten Grades 



P(x)M 2 (x)-Q(x)N 2 (x) 



rur x — X-.,..., Xg, x„ , . . . , _v„ 
das Product 



r" r {2 ^ 



, Xg Null wird, und daher durch 



(x - x[) ■ ■ ■ (x - x f g){x - x'{) • • • (x - xp • • • (x - x\^>) ■ ■ ■ (x - x^>), 
welches durch 77 (x) bezeichnet werden möge, theilbar ist, so daß man 
(4.) P(x) M 2 (x) - Q(x) N 2 (x) = 77(x) <p(x) 



10 



setzen kann, wo <p(x) eine ganze Function von der Form 

x e + p lX Q~ l + p 2 x Q ~ 2 + ■ ■ ■ + Pg 
bedeutet, in der Pj, P^, ... , Pg rational aus 



(5.) 



x' x' 
x" x" 

X-i , xn , 


x' 

■ ■ 1 A g> 

x" 

. . , Xg , 


M Y (2/i) 

X-, , x~ , . 





und 



^R^Ö, ^R(x^, 



...,^p, 



>(xf^), V^p) V^P)' 



zusammengesetzt, und daher auch als eindeutige Functionen der Größen (1.) 
zu betrachten sind. Bezeichnet man jetzt mit X\, X2, • • • , Xg die g Wurzeln der 
Gleichung 

<p(x) = 0, 

so gelten nach dem Abel'schen Theorem die g Gleichungen, die sich aus der 
nachstehenden 



a ^ 



P(x' a ) dx' a P«) 



+ ■ 



rfx a 



a b ^Rög *"-«* V^KÖ 



: + ' 



= E 



1 P(x a ) dx a 



^ 2 x a - fl b VR(Xa) 



ergeben, indem man b = 1, 2, . . . , p setzt, unter der Bedingung, daß man der 
Wurzelgröße -JjR(xa) den durch die Gleichung 



(7.) 



/7 ^^_ P(Xq)M(X a ) _ Q(Xq)N(x a ) 
VK(Xa) " N(x a ) " M(x a ) 



bestimmten Werth beilege*) . Nun ist aber 



vi PK) 



dx' 



a 



fl b V^K) 



= d«K/ 



yl P«) 



äx a 



*" ~ fl b V^K) 



- &u'l, u. s. w. 



Daher 
(8.) 



du' h + du'J + 



+ du 



(2/0 _ V a P ( x «) 



dx a 



Z^2 



(b = l,2,...,g) 



*) In Betreff des Beweises dieses Satzes verweise ich auf Abel's Abhandlung: Remarques sur 
quelques proprietes etc. in Crelle's Journal, B. 3, S. 313 und CEuvres completes, tome 1, 288. Einen 
auf ganz andern Principien beruhenden Beweis des Satzes werde ich später geben. 



11 



Bevor aber aus diesen Gleichungen weitere Folgerungen gezogen werden, ist 
es nothwendig, die Zusammensetzungsweise der Coefficienten von M(x), N(x), 
<p{x) aus den Größen (5.) oder (1.) einer nähern Betrachtung zu unterwerfen. 

§•3. 
Es läßt sich, wenn x in der Nähe von a a angenommen und 

Q(gtt) 2 



(1.) 


l(P\a a ) 
\VQ(«o) 


>-flo)] : 


= s, 


x - a a 


gesetzt wird, 




Q(*) 


oder 


P(x) 
V*(*) 


in eine convergirende Reihe 






(2.) 




S + (et)! S 


3 + (0)2 


s 5 + ... 



entwickeln, welche mit R a (s) bezeichnet werden möge, so wie auch die Func- 
tionen von s, in welche M(x), N(x), P(x), Q(x) durch die Substitution 

, QM 2 

P (a a ) 

übergehen, durch M a (s), N a (s), Pa(s), Q a (s) angedeutet werden sollen. Ferner 
setze man 

(3 j i (s - s' a )(s - sä) ■ ■ ■ (s - s a M) ) = 7i a (s), 

M a (s)R a (s) + Na(s)=/a(s), 

so kann auch / a ( s ) für jeden Werth von s, der so beschaffen ist, daß der zugehöri- 
ge Werth von x in der Nähe von a a liegt, in eine convergirende Reihe entwickelt 
werden. Es ist klar, daß s f a , s", u. s. w. in Folge der oben in Betreff der Größen 
(1, §. 2.) gemachten Annahme sämmtlich zu diesen Werthen von s gehören. 

Angenommen nun, es sei überhaupt f(s) eine Function von s, die sich 
für alle Werthe dieser Veränderlichen, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner 
als ein bestimmter Gränzwerth S sind, durch eine convergirende Reihe von der 
Form 

A +AiS +A 2 s 2 + ■■■ 



12 



darstellen lasse, und n(s) bedeute eine ganze Function rtten Grades, wobei zu- 
gleich angenommen werde, daß die Wurzeln der Gleichung n(s) - sämmtlich 
dem absoluten Betrage nach kleiner als S seien. Alsdann läßt sich für jeden 
Werth von s, der seinem absoluten Betrage nach größer als jede dieser Wurzeln 
ist, 

4t = C s~ n + C^-"- 1 + C 2 s~ n - 2 + • • • = S C a s- n ~ m 
n & ~ m = 0...oo 



setzen (wo m, so wie überhaupt im Folgenden die Buchstaben m, rt, p, eine 
ganze Zahl, die alle Werthe zwischen den Gränzen und oo annehmen kann, 
bezeichnet), und man erhält daher, indem man diese Reihe mit der für f(s) 
multiplicirt, wenn der absolute Werth von s zugleich kleiner als S ist, 



m 

n(s) 



D + DiS + D 2 s z + ■■■ 

+ Eqs' 1 + Eis~ 2 + ■ • ■ , 

m 



welche Reihen-Entwicklung von — — - durch 

n(s) 

m 

n(s) 
angedeutet werden möge, so wie durch 

7l(s)J s±m 

der Coefficient von s ±m in derselben. Ist nun 

n(s) -Bq + B^ + ■■■ 

m 



+ B n s n , 



so müssen, wenn man die Reihe 



tt(s) 



mit n (s) multiplicirt, aus dem Producte 



alle Glieder mit negativen Potenzen von s fortfallen, und daher 

BQE m + B\E m+ i + • • • + JBnEm+n — 

sein, indem der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung der Coefficient 
von s~ m in dem gedachten Producte ist. Diese Relation lehrt aber, daß die 
Coefficienten Eg, Ei u. s. w. sämmtlich gleich Null sind, sobald dies mit den rt ersten 
der Fall ist. Denn da B n nicht Null ist, so erhellt unmittelbar, daß E m+n - sein 
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muß, wofern E m , E m+ i, . . . , E m+n _i sämmtlich verschwinden; woraus, indem 
man der Reihe nach in = 0, 1, 2, u. s. w. setzt, das Behauptete sofort sich ergiebt. 
Dann hat man 

= D + D^ + D 2 s z + • • • , 



oder 



n(s) 



f(s) = (B +B 1 s + ---)(D +D 1 s + ---) 



für alle Werthe von s innerhalb der bezeichneten Gränzen. Die letztere Glei- 
chung kann aber nicht anders bestehen, als wenn in der Reihe, die aus der 
Entwicklung des Products auf der rechten Seite hervorgeht, die Coefficienten 
mit den gleichstelligen von f(s) übereinstimmen. Dann aber gilt sie, und mit ihr 
auch die vorhergehende überhaupt für alle Werthe von s, bei denen die Reihen 



An + Ai s + • 



Dn+D-[S + 



beide convergiren. Für die letztere steht dies aber, ihrer Herleitung nach, fest, 
wenn der absolute Betrag von s zwischen zwei Gränzen, von denen die obere S 
ist, enthalten ist; es muß daher für alle Werthe von s, die dem absoluten Betrage 
nach unter S liegen, der Fall sein. Hiermit ist folgender Hülf ssatz bewiesen, der 
bei mancherlei Untersuchungen mit Nutzen angewandt werden kann: 

Wenn die oben näher charakterisirten Functionen f(s), n(s) so beschaffen sind, 
daß man 



f /(s) l 

7l(s) 


= 0, 

s- 1 





oder auch 



[/(s)| 
n(s) 


= 0, 

S" 1 


[s/(s)| 

n(s) 



Js 



hat, so läßt sich der Quotient 



= 0, 



0, 



m 

n(s) 



m 

n(s) 



= 0, 



,n-l 



Js 



f(s) 



71(S) 



o, 



für alle Werthe von s, bei denen die Reihe für f(s) convergirt, ebenfalls durch eine nur 
ganze positive Potenzen von s enthaltende convergirende Reihe darstellen. Umgekehrt 
ist dies nicht der Fall, sobald die vorstehenden Bedingungsgleichungen nicht sämmtlich 
befriedigt werden. 

Für die durch die Formeln (3.) definirten Functionen f a (s), n a (s) ist nun, 
nach dem oben Bemerkten, die Bedingung erfüllt, daß die Wurzeln der Glei- 
chung n a (s) - sämmtlich dem absoluten Betrage nach kleiner sind als der 
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Gränzwerth, unter dem s bleiben muß, damit die Reihe für f a (s) unbedingt con- 
vergire. Wenn daher die Coefficienten von M(x) und N(x) so bestimmt werden 
können, daß die folgenden (2[ig) Gleichungen 



(4.) 



f/a(s)l 
n a (s) 


= 0, 

s-l 


~sfa(s)~ 
_n a (s) 



= 0, 



(a = l,2,...,ß) 



n a (s) 



= 0, 



befriedigt werden; so hat man für alle Werthe von s, bei denen die Reihe für 
fa(s) convergirt 



(5.) 



fa(s) = n a (s)fa(s), 



wo f a (s) eine als unendliche Reihe von derselben Form wie die für f a (s) dar- 
stellbare Function bedeutet. Nun darf man aber in dieser Gleichung (-s) für s 
setzen, und erhält 



oder da 
ist, 



fa(s)fa(s) = n a (s)n a (-s) fa(s)fa(s), 
M a (s) - M a (s), N a (-S) = N a (s), R a (s) - -R a (s), 



Nl(s)-M 2 a (s)R 2 a (s) = 7ia(s)7i a (-s) fa(s)fa(s), 



oder auch, indem 



R\s) = ^> 
ü{) Qa(s) 



ist, durch Multip lication dieser Gleichung mit -Q a (s) 

(5.) Pa(s)M 2 a (s) - Q a (s)N 2 a (s) = n a (s)n a (-s) Xa (s), 



wo 



Xa(s) = -Q a (s) fa(s)fa(s) 



gesetzt ist. Nun gehört jeder Werth von s, der n a (s) - oder n a (-s) - macht, 
zu denen, für welche die Reihen-Entwicklungen von f a (s), fa(s) und somit 
auch die von f a (s), fa(s), Xa(s) convergiren; es behält daher der Quotient 

P a (s)M 2 a (s)-Q a (s)N 2 a (s) 
n a (s)n a (-s) 
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auch dann noch einen endlichen Werth, wenn der Divisor verschwindet; und 
da Dividendus und Divisor desselben beide ganze Functionen von s sind, so 
muß der erstere durch den letzteren theilbar, und somit Xa(s) ebenfalls eine 
ganze Function von s sein. Daraus folgt denn, daß die Gleichung (5.) für jeden 
Werth von s besteht. Setzt man nun in derselben 

-pr, \ (x - a a ) für s 2 , 

so geht der Ausdruck auf der linken Seite in 

P(x)M 2 (x)-Q(x)N 2 (x), 

und 

n a (s)Tla(-s) = (s 2 -s' 2 )(s 2 -sf)---, 

abgesehen von einem constanten Factor, in 

(x - x' a )(x - x'J) ■ ■ ■ (x - xf^) 

über, während sich Xa(s) ebenfalls in eine ganze Function von x verwandelt. 
Demnach wird, wenn die Gleichungen (4.) sämmtlich bestehen, der Ausdruck 

P(x) M 2 (x) - Q(x) N 2 (x) durch 77(x) 

theilbar, und es gilt die Gleichung (4.) des §. 2. Die Anzahl dieser Gleichungen 
ist aber (2jig), d. h. gleich der Anzahl der Coefficienten von M(x), N(x) und sie 
werden daher zur Bestimmung der letzteren hinreichen. 
Nun hat die Reihe 

1 

die Form 



n a (s) 

(6.) S- 2 ^(l + Oa^ 1 + o a/2 S- 2 + ■■■) = S (o a ,n s" 2 ^""), 

n = . ..oo 

wo o a ,n eine ganze homogene und symmetrische Function rtten Grades von 

ü ü' ü a ' ■ ■ ■ ' ö a 
bedeutet. Setzt man daher 

(7.) f a (s) - F ü/0 + F a/1 s + F a/2 s 2 + • • • - SF a/in s m , 

m = 0.. .oo 
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wo die Ausdrücke F a q, F a \ u. s. w. lineare Functionen von 

Mi, M 2 , ..., MpQ, 
N lf N 2f -.., N^g 

sind, mit Coefficienten, die rational aus a a und den Coefficienten von P(x) und 
R(x) zusammengesetzt werden, so wird 



(8.) 
(9.) 



s 2 M -p-l_f a(s) 
n a (s) 

S^-P-VaCs) 
n a (s) 



m = 0...oo, n = . . .oo 

S|cr a/n F a/ p +n |, 
n = . . . oo 



und man erhält demnach, indem man p = 0, 1, . . . , 1\i - 1 setzt, zur Bestimmung 
der Coefficienten von M(x), N(x) die (2jup) Gleichungen, welche durch die 
folgende 



(10.) 



Fo,p + S|cTa,TiJFa,p+n} — 



n = 1 . . .oo 



a = l,2,...,g \ 
p = 0,l,...,2 i u-ly 



repräsentirt werden. Diese kann man durch Zusammenziehung der Glieder, 
welche dieselbe Unbekannte enthalten, auf die Form 



(11.) 



(a, p) + (a, v)\Mi + ■ ■ ■ + (a, v)^gM^ g 

+ (<*, P)^ ? +l^l + • • ■ + (o, P) 2w N^ = 



bringen, wo die Ausdrücke (a, p)o, (a, p)i u. s. w. sämmtlich Reihen von der 
Form 

#0 + Sl°a,\ + #2^0,2 + • • • 



sind. Bezeichnet man nun mit 9tR m die Determinante des Systems, welches aus 
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dem folgenden 


(0) 
' (1,0) 


(l) 




(2jUß) 

• (i,o) 2w 




(l,2^-l)o 


(1,2/j- 


-l)l • 


• (1,2^-1)2^ 






(12.) 






(q, 1)o 






• (^0) 2fi p 

• (ß, Ifepg 




(q,2[1-1)q 


(g, l\i - 


-l)l • 


. {g,2[i- l) 2l i Q 



dadurch sich ergiebt, daß man die mit (m) bezeichnete Vertikal-Reihe fortläßt, 
und zugleich die darauf folgenden, ohne ihre Aufeinanderfolge zu ändern, vor 
die mit (0) überschriebenen setzt; so erhält man 



(13.) 



Mi 



m 1 

m 



Ni = 



[ig+1 



Wir 



M 2 



N 2 



m 2 
m 



M w = 



m 



j.ig 



[ig+2 



Wir 



Nn = 



m 



m 







wo 9JIq/ 5öii u. s. w. als rationale und ganze aus (a, p)q, (a, p)i u. s. w. gebildete 
Ausdrücke gleich den letztern nach ganzen positiven Potenzen der Größen 



(14.) 



7 V 



'2' 
ii 






,(2/i) (2p) 

5 -| / ö O / 



: (2/i) 



in convergirende Reihen entwickelt werden können*) . Hier ist es nun von 
besonderer Wichtigkeit, die Anfangsglieder dieser Reihen, d. h. die Werthe, 
welche sie annehmen, wenn die Größen (14.) sämmtlich verschwinden, zu 
ermitteln. Offenbar erhält man dieselben, die mit 

9% m lf ..., & 2(ie 



*) Vergl. den Satz (5, B, §. 7) in der angeführten Abhandlung über die Facultäten. 
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bezeichnet werden mögen, wenn man bei der Bildung von XRq, StR^ u. s. w. 
die Reihen für (et, p)g, (et, p)j u. s. w. auf ihre Anfangsglieder reducirt, oder, 
was dasselbe ist, wenn man die Gleichungen (11.)/ die mit den unter (10.) 
aufgestellten identisch sind, durch die folgenden ersetzt 

(15.) F ü/0 = 0, F tt/1 =0, ..., F a/2M =0, 

(o = l, 2, ..., ß) 



und dann aus den Coefficienten derselben SCRq, SCR^, u. s. w. so zusammensetzt, 
wie Wlß, 9% u. s. w. aus den Coefficienten der Gleichungen (11.). 

Nun sind aber F a ß, F a \, u. s. w. die Coefficienten der Reihen-Entwicklung 
von 

fa(s)=M a (s)Ra(s) + N a (s), 

und die Gleichungen (15.) drücken also aus, daß die (2/i) ersten Glieder der- 
selben verschwinden sollen. Dies kann, da N a (s) und M a (s) gerade Functionen 
von s sind, Ra(s) aber eine ungerade, in deren Entwicklung der Coefficient von 
s nicht Null ist, nur unter der Bedingung geschehen, daß in den Entwicklun- 
gen von M a (s) und N a (s) nach Potenzen von s alle Glieder von einer niedrigem 
als der (2/^)ten Ordnung verschwinden. Da aber M a (s) und N a (s) aus M(x) und 
N(x) durch die Substitution 

, P'(aa) 2 
Q(a a ) 

hervorgehn, so muß man, damit die genannten Glieder Null werden, 

M(a a ) = 0, M'(fla) - 0, . . . , M^ l ~ l \a a ) = 0, 
N(a a ) = 0, N'(a a ) = 0, ..., N^- 1 \a a ) = 

haben, d. h. es müssen M(x), N(x) beide durch (x - a a )^ theilbar sein. Hiernach 
sagen die Gleichungen (15.) aus, es sollen die Coefficienten von M(x) und N(x) 
so bestimmt werden, daß beide durch 

(x - a x f{x - a 2 f ■■■(x- a Q f = P^(x) 

theilbar werden. Dies kann aber, da M(x) vom (/^)ten, N(x) vom (jjg - l)ten 
Grade, und der Coefficient von x^ in M(x) der Einheit gleich sein soll, nicht 
anders geschehen, als wenn man 

N 1= 0, N 2 = 0, ..., N w = 0, 
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und 

M(x) - PP(x) 

annimmt. Hiernach liefern die Gleichungen (15.) für Mi, Nj, Mi, N 2 u. s. w. 


völlig bestimmte endliche Werthe. Daraus folgt zunächst, daß SCRq oder das 

Anfangsglied von mg nicht Null sein kann, indem, wenn dieses der Fall wäre, 

die Gleichungen (15.) entweder gar nicht, oder auf mehr als eine Weise befriedigt 

werden könnten; und daher ergiebt sich 



(16.) 



9Jl xW + ilix^' 1 + ■■■ + m w - i P^(x), 

Ä^+l = Äwh.2 = ■ • • = ^2 W = 0. 

Mithin kann man, wenn man 

9Jl 

m 

setzt, M(x) und N(x) auf die Form 

SR(x) 

LV1\X) — f \X) + 

(18.) 



M(x) = P^(x) + 
N(x) = 



M ' 
9t(x) 



M 

bringen, wo jetzt 9tR(x), 9t(x) ganze Functionen des (2^ - l)ten Grades von 
x bedeuten, deren Coefficienten sich gleich wie Mq nach ganzen positiven 
Potenzen der Größen (14.) in convergirende Reihen entwickeln lassen. Dabei 
reducirt sich Mq auf die Einheit, wenn diese Größen sämmtlich den Werth 
Null annehmen, während die Coefficienten von 9K(x) und 9t(x) dann ebenfalls 
sämmtlich verschwinden. 

Hierzu bemerke ich noch Folgendes. Die Formel (7.) lehrt, indem 

fa(s)=M a (s)R a (s)+N a (s) 

und N a (s) eine gerade, M a (s) R a (s) eine ungerade Function von s ist, daß für 
einen geraden Werth von m 

F a , m die Form /jNj + f 2 N 2 + ■■■+ f^gN^g, 

und für einen ungeraden 

F a , m die Form f + f 1 M 1 + f 2 M 2 + ■ • ■ + ffigM^g, 
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hat. Ferner ist a a ,n eine gerade oder ungerade Function von s' a , s", ... , s a , 
jenachdem rt eine gerade oder ungerade Zahl ist. Aus der Gleichung (10.) folgt 
daher, daß 

(a,p) (a,p)i ... (a,p) w gerade, 

und 

(o,P) w +i (a,P) MP +2 ••• (o,P)2 W ungerade 

Functionen der eben genannten Größen sind, wenn p eine ungerade Zahl ist; daß 

sich dies aber umgekehrt verhält, sobald p gerade ist. Es ändert sich also jeder 

Coefficient der Gleichungen (11.) gar nicht, oder wechselt nur sein Zeichen, 

/ // (2ju) . 

wenn man s a ,s a ,...,s a in 

ö O' ü a ' ■ ■ ■ ' ö a 
verwandelt; und zwar geht dadurch, wenn man mit 

in die Zahl oder 1 

bezeichnet, je nachdem m ^ y.Q oder m > y.Q ist, 

(a, V ) m in (-l)P- 1+ >,p) m 

über. Der Ausdruck ÜJl m ist nun ein Aggregat von Gliedern, deren jedes die 
Form 



±(<*1, Pl)m 1 (02/ Vl)m 2 ■ ■ ■ ( a A' V\)m x 

hat, wo A = 2jj.g ist und die Reihe der Indices in^, mrj, ..., rrt^ sämmtliche 
Zahlen der Reihe 0, 1, ... , 2jj.g enthält, mit Ausnahme von m, während für 

Ol/Pl Q2/P2 ••• a A'VA 

die in der folgenden Zusammenstellung enthaltenen Verbindungen zu setzen 
sind: 

1,0 1,1 ... \,2\i-\, 

2, 2, 1 ... 2, 2\i - 1, 

p, Q, 1 ... Q,1\i-\. 
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Giebt man daher jeder der unter (14.) zusammengestellten Größen den ent- 
gegengesetzten Werth, so erfährt das vorstehende Product dadurch dieselbe 
Veränderung als wenn es mit 

/_-|\Pl-l + P2-lH hp;i-l+mi+Tn2+"-+m;i 

multiplicirt wird. Aber 

p x + p 2 + • • • + P A = 0(0 + 1 + 2 + • • • + (2(1 - 1)) = [iQ{2[i - 1), 
rrtx + nt2 + • • • + in^ = + 1 + • • • + (2[iq) - in = [ig - in, 

und daher 

(_l)Pi- 1+ -+PA-l+mi+-+m A _ /_j\2juß(iu-l)-tn _ (_x)™. 

Man sieht also, daß die Glieder von XR m nach der Zeichenänderung der Grö- 
ßen (14.) sämmtlich unverändert bleiben, wenn m <; (ig, und nur ihr Zeichen 
wechseln, wenn in > (ig; d. h. mit andern Worten, daß 

9% W v ..., 2R W 

und somit auch Mq und die Coefficienten von 9Jl(x) gerade, dagegen die Coeffi- 
cienten von 9t(x) ungerade Functionen der genannten Größen sind. 

Hierdurch ist nun die Zusammensetzungsweise der Functionen M(x), 
N(x) für den vorliegenden Zweck hinlänglich festgestellt. Aus denselben kann 
man ferner die Function <p{x) leicht erhalten. 

Da der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (4, §. 2) durch 77(x) 
theilbar ist, Tl{x) aber die Form 



x w + ^ lX w-i + ... + ^ 



f.10 



hat, wo ^Px/ ^2 u - s - w - ganze Functionen von %', x" u. s. w. und somit auch 
der Quadrate von s' , s'J u. s. w. sind, von denen, nachdem man den gedachten 
Ausdruck durch 77 (x) dividirt, in dem Quotienten nur ganze positive Potenzen 
vorkommen; so sieht man, daß man 

p(l) r p(2) . p(e) 

(18.) <p(x) = x? + -^x^ -1 + -^x?" 2 + ... + —- 

M 2 M 2 M 2 

v 

erhalten muß, wo P^ ' , P"\ . . . , P'w ganz dieselbe Gestalt haben wie die Coef- 
ficienten von 9tR(x). 
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Man kann aber dieser Function noch eine andere, sehr bemerkenswerthe 
Form geben. Setzt man nämlich in der Gleichung (4, §. 2) 



so erhält man 



(19.) 



(p(a a ) 



X — U a , ClQ+ a , tt2p+l> 
N 2 (a a ) K 2 (a a ) 



M l Q n{a a ) 



-Q(a a ) n(a a ) 

<p(a g+a ) _ M 2 (a &+a ) _ (m P^iag+a) + W(a g+a )y 
P(a g+a ) n(a e+a ) M 2 n(a g+a ) 

cp(a 2g+1 ) _ M 2 (a 2g+1 ) _ (M P^(a 2g+1 ) + m(a 2g+1 )y 

P ( a 2g+l) n ( a 2g+l) 



Nun ist 



(«0 - x' a )(a a - x") ■ ■ • (fl tt - x a M ) 
und, wenn b von a verschieden, 



M 2 n(a 2g+1 ) 



P'(a a )\V 



Q(a a ) 



s's" 



,(2/0 



Aber 



(fl a - x'){a a - X") ■ ■ ■ (fl a - x[ M ) 



(2u) 



I \a a - au! \ a a - a-h/ \ 



a a - flj, , 



In2 
2 I 



<'-flb\-2 






u. s. w. 



da~ ^b ' * ^a — ^b 

sind, weil xf , xf' u. s. w. sämmtlich in der Nähe von ßj, sich befinden, nach 
ganzen positiven Potenzen von (xi - %), {x'J - a^) u. s. w., und somit auch von 
s' 2 s" u. s. w. in convergirende Reihen entwickelbar. Folglich kann man 

1 1 / S a f 



n («a) Q^(aa)\ s ' s " .sS^) 



a^a 
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setzen, wo S a eine convergirende, nur ganze positive und gerade Potenzen der 
Größen (14.) enthaltende Reihe bedeutet. In ähnlicher Weise findet man 



S 2 



2g+l 



n(a &+a ) P^{a e+Ü )' n(a 2g+1 ) P 2 ^(a 2g+1 ) ' 



wo Sp+a, S2o+i Reihen von ähnlicher Gestalt wie S a bedeuten. 
Aus (19.) ergiebt sich nun 



cp(a a ) 



M(a a )S a 



-QM W.-«' 



und aus (18.) 



(p{a a ) (p 



(o) 



■Q(a a ) Ml ' 



wo (p^ a > eine nur ganze positive Potenzen von s' , s" u. s. w. enthaltende Reihe 
bezeichnet. Mithin muß 



<P 



(a) 



9l(fla)S a 



^H(a a )s;---s ( a 2 ^/' 



und daher 9t(a a )S a durch s' a . . .s a theilbar sein. Bemerkt man nun, daß 5t(fl a ) 

eine ungerade, S a , (s' a . ..s a ), Mq, 9K(flp+ a ), 5K(ß2p+l) a ber gerade Functionen 
der Größen (14.) sind, so erkennt man, daß man 



(20.) 



<p{a a ) 
-Q(a a ) 

(p(a & +a) 
P(a e +a) 

(pi^g+l) 
P(<*2g+l) 



s< a) + s< a) + 



+ S^ 1 + 

2m- 1 



i + sf + 



+ s<°> + 

2m 



2 



Q (g+a) Q (g+a) 
a + a 2 + 



2m 



i + sf + 



+ s< > + 

2m 



<Pp+a 



A2g+1) A2g+1) A2g+1) 

ö +ö 2 + '" + a 2m + 



(*) 



i + sf + 



+ S<°> + 

2m 



<P 2 2g + l 
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(r) 
hat, wo S m eine ganze homogene Function inten Grades der Größen 



(21.) 

bezeichnen soll. Es ist aber 

<p(x) 



s' s" 
s' s" 



(2/i) 

(2/i) 

2 



s' s" 



(22.) 

und so erhält man 

(23.) 



P(x) 



1 + 



I 



,(2y) 



<p(fl a ) 



(x-fl^P'^o)' 






Drückt man nun die Größen (21.) durch die folgenden 



(24.) 



u' v u", 



(2n) 

(2^) 

2 



*4' M ?' 



W 



(2/i) 



aus (vermittelst der Formeln (4.) des §. 1), so erhält man 



(25.) 



(pa 



(pg+a 



(P2g+1 



<p{ag) 
-Q(a a ) 



u[ a) + u { 3 a) + 



+ < 1 + 

2m- 1 



l + uf + .-. + uf +■■ 

2 2m 



r(P+ a ) _l it(P+0) 



(p+tt) 



<P(fl e +a) _ Uy y + ^ + --- + a 2m + -" 

P(a 9+ a) = 1 + ir (0) + ... + ir (0) + ... 

2 2m 

r (2p+l) „(2^+1) ^ JT (2 P +1) 



<p(«2p+l) _ ^0 + U 2 + " ' + U 2m + 

P(«2ß+l) ~ 



*) 






3 + 3 2 + ■ ■ ■ + a 2m + 



i + u< > + ... + uf + 

2 2m 



= <p?,_ a im Text. 



(26.) 



M(x) = P^(x) + 
N(x) = 



— 25 — 

U 2 (x) + ■■■ + U 2m (x) + ■■■ 
1 + U {0) + --- + U {0) +■■■' 

U X (x) + ■ ■ ■ + U 2m+l {x) + ■ 

i + uf + - + u< > + - 

2 2m 



(t) 
wo jetzt lT m , Lr m (x) ganze homogene Functionen inten Grades der Größen (24.) 

sind, die zweite aber zugleich auch eine ganze Function i(fjg — l)ten Grades) 
von x ist, und sämmtliche in diesen Ausdrücken vorkommenden unendlichen 
Reihen unbedingt convergiren, sobald die absoluten Werthe der genannten 

Veränderlichen unterhalb der oben für sie festgesetzten Gränzen liegen.*) Da- 

(r) 
bei kann man bemerken, daß die Coefficienten von U m und U m (x) aus a\, 

a 2l ... , ag, und den Coefficienten von Q(x) rational zusammengesetzt sind, 

wie man leicht sieht, wenn man die vorhergehenden Entwicklungen in dieser 

Beziehung überblickt. 

§•4. 

Nachdem nun ermittelt worden, welche Gestalt die Coefficienten von M(x), 
N(x), cp(x), als Functionen von u' u" u. s. w. betrachtet, haben" 1 ") , kehre ich zu 
den Gleichungen (8.) des §. 2. zurück. 



*) Wenn F(s\, S2, . . . ) eine Function mehrerer veränderlichen Größen s\, S2, • ■ • ist, die für alle 
Werthe derselben, die ihrem absoluten Betrage nach unter gewissen Gränzwerthen Si, S2, . . . 
liegen, durch eine convergirende Reihe von der Form 



s{A(ni,iH,...)s';-s 

tti = . . . 00, Tt2 = 



ni,n 2 ,...)s" 1 . 2 



dargestellt werden kann; und man substituirt für Si, S2, ■ • ■ ebenso gebildete Potenz-Reihen 
beliebig vieler anderer Veränderlichen u\, 112, ■ ■ ■ , und ordnet nach Potenzen dieser letztern; so 
convergirt die so sich ergebende Reihe, sobald man für die absoluten Werthe von U\, 112, ■ ■ ■ 
solche Gränzen festsetzt, daß nicht nur die Reihen für S\, S2, ■ ■ ■ sämmtlich convergent sind, 
sondern ihre Summen auch zu denjenigen Werthen von Si, S2, ■ ■ ■ gehören, für welche die 
angegebene Darstellung von F(si, S2, ■ ■ ■ ) gültig ist. 

+ ) Wenn man die in Rede stehenden Größen direct durch Auflösung der Gleichungen (3, §. 2) 
bestimmen, und in den so sich ergebenden Formeln x' x", . . . JR(pd), -^R(x"), . . . durch u' v 
u", . . . ausdrücken wollte, so würden sie die Gestalt von Brüchen erhalten, bei denen Zähler 
und Nenner gleichzeitig verschwänden, sobald man in zweien oder mehreren der unter (1, §. 2) 
aufgestellten Reihen die gleichstelligen Glieder einander gleich setzte. Um diesen Uebelstand 
zu vermeiden, der sich schon bei Anwendung des Abel sehen Theorems zur Herleitung der sog. 
Additions-Formeln für die elliptischen Functionen zeigt, ist das im vorhergehenden §. ausein- 
andergesetzte, allerdings etwas umständliche Verfahren gewählt worden. Wie man übrigens 
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Wenn die Größen (1.) des §. 2. sämmtlich verschwinden, so reduciren 
sich, nach den Formeln (25, §. 3) (p\, (p2, ■ ■ ■ , (pg ebenfalls sämmtlich auf Null, 
und daher (nach (23.) desselben §.) <p(x) auf P(x), so daß alsdann x\, Xi, ••• , Xg 

die Werthe a\, a^, • • • , dg erhalten. Man kann daher x a - a a , -\/R(x a ) - die letztere 
Größe mit Hülfe der Formel (7, §. 2) - bei hinlänglich kleinen Werthen der 
genannten Veränderlichen nach ganzen positiven Potenzen derselben in Reihen 
entwickeln, die gleichzeitig mit ihnen verschwinden, und X\, x^, • • • , Xg als in 
der Nähe beziehlich von a\, a^, • • • , ci-g liegend betrachten. Dann aber führen 
die Gleichungen (8, §. 2) indem man ganz denselben Weg verfolgt wie bei den 
Entwicklungen des §. 1., und wieder 



< P'{ag) 
Q(a a ) 



(x a — ßa) I — Sa 



setzt, zu den folgenden 



u' h + u^ + ---u^'=s h + S\J i ^^s^\ (b = l Q), 



(M)n o 2ti+l\ 




und man sieht daher, daß man, unter der Voraussetzung, es seien nicht nur 

u' a , u", ... , M a , sondern auch u' a + u" + ■ ■ ■ + u^ dem absoluten Betrage 
nach kleiner als U a , durch Auflösung der Gleichung <p(x) - und Anwendung 
der Formel (7, §. 2) zu denselben Werthen von x\, Xi, • • • , Xg, ^R(xi), ^Rfo), 

. . . , -^R(Xg) gelangen muß, die man für diese Größen vermittelst der Formeln 
(4, 5, §. 1) erhält, wenn man in diesen 

u i + u'J H + ul ^ an die Stelle von u\ 

/ // (2/i) 

U 2 + U 2 + ■■ ■ + «2 - - - - U 2 



,i , ..II 



,(2fi) 



u g + u g +--- +u g ~ ~ ~ ~ U Q 



die Gleichungen (3, §. 2), auch ohne a/R(x[), JR(x"), ... in unendliche Reihen aufzulösen, so 
umformen kann, daß derselbe Zweck erreicht wird, soll für den besonders wichtigen Fall, wo 
\i = 1 ist, später gezeigt werden. 
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setzt. Aus den so eben angeführten Formeln erhält man ferner 



(1.) 



(a a - xi){a a -x 2 )... (a a - x e ) 



-Q(a a ) 
u a + («i, u 2 , ■ ■ ■ , u g y*> + •■■ + («!, u 2 , ■■■ , Mp)^-! + ' ' 



\\flg+a. ~ %l)( a Q+a ~ X 2 ) ■ ■ ■ {dg+a ~ Xg) 
P(a e +a) 

l + (ui,u 2 ,...,u Q )£ +--- + (u lr u 2/ ...,Up)£ m +■■■, 



\( a 2g+l ~ *l)( fl 2p+l -X 2 ).-. (a 2g+1 - X Q ) 

P(a 2 g+i) 
l + (u 1/ u 2 ,...,Ug)y +--- + (u 1/ u 2 ,...,u Q y 2 ^ i + 



( x ) 

wo wieder {u\, u 2/ ..., Ug) m eine homogene ganze Function inten Grades von 
u\, u 2 , ... , Ug bedeutet, deren Coefficienten aus denen von Q(x), und aus a\, a 2 , 
. . . , üg rational zusammengesetzt sind. Macht man nun in diesen Ausdrücken 
die angegebene Substitution, so ersieht man aus der Vergleichung der so her- 
vorgehenden Formeln mit den unter (25.) des vorhergehenden §. aufgestellten, 
wenn man die letztern nach Potenzen von ui , u'J , u. s. w. sich entwickelt denkt, 
daß 

sein muß. Setzt man nun fest, es solle jeder der Wurzelgrößen 



(p(a a ) 



<p{ag+a) h( a 2g+l) 

-QM' ^P(a g+ aY yP(a 2g+1 ) 



von den beiden Werthen, die sie haben kann, derjenige beigelegt werden, bei 
dem in den vorstehenden Formeln die obern Zeichen gelten, so sind diesel- 
ben jetzt als völlig bestimmte eindeutige Functionen von u' u" u. s. w. zu 
betrachten, welche bei hinlänglich kleinen Werthen dieser Veränderlichen mit 
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den unter (1.) aufgestellten übereinstimmen, wofern man in den letztern 



/ // (2a) 

U\ = U[ + Mj + • • • + Ul r 

/ // (2a) 

u 2 ~ u 2 + u 2 + " ' + U 2 



/ // (2a) 



setzt. 

Angenommen nun, man habe für die absoluten Werthe der veränderli- 
chen Größen u\, u 2 , ■■■, Ug irgend welche Gränzen T\, T 2 , ■■■ , Tg, die sie nicht 
überschreiten sollen, festgestellt, so kann man die Zahl (i so groß annehmen, 
daß 

T 1 <2jjU 1 , T 2 <2jiU 2 , ..., T g <2jjUg. 
Dann darf man 

/ // (2a) "1 

, // (2a) "2 

t tt (2a) u 9 

9 9 9 2\l 

setzen, und es werden, wenn man die Functionen von u\, u 2l ■ ■ ■ , Ug, in wel- 
che dadurch die Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichungen (25.) des 
vorhergehenden §. sich verwandeln, mit 

(p(U 1/ U 2/ ... / Ug) 1 (p(U 1/ U 2 ,...,Ug) 2 ... (p(Ul,U 2/ ...,Ug) 2g+1 , 

oder auch kürzer mit 

<p(wi,...)l (p(ui,...) 2 ■■■ (p(ui,...) 2g+ i, 
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bezeichnet, dieselben die Gestalt 
(p(u 1/ u 2/ ... / u e ) a 



(2.) 



<p(U 1 ,U2,...,Ug)g +a 



(P(ui,u 2 ,...,Uq) 2 q+i = 



rW 



2 2m 



r(0) 
2 



r(0) 

2m 



2 2m 

! + <) + .. . + <)+... 

2 2m 



haben, in welchen Formeln U m eine ganze homogene Function inten Grades 
von u\, «2/ • • • / Ug bedeutet, und die unendlichen Reihen, welche den Nenner 
und die Zähler bilden, für alle Werthe von u\, u 2 , • • • , Ug, die ihrem absoluten 
Betrage nach die Gränzen T\, T 2 , • • • , Tg nicht überschreiten, unbedingt conver- 
gent sind. Für hinlänglich kleine Werthe der genannten Veränderlichen lassen 
sich (p{u\, . . . )i, (p{u\, ...) 2l u. s. w. nach ganzen positiven Potenzen derselben 
in convergirende Reihen entwickeln, welche mit den entsprechenden unter (1.) 
aufgestellten übereinstimmen. 

Durch Auflösung der Gleichung 

(p{x) = 0, 



wo 



(3.) 

ist, und man 



*■»-«« -Egg 



Q(a a ) P(x) 2 ^ 

(p (Ul,U 2 ,...,Ug) a 



) x-a a 



(4.) 



(pM 
-Q(a a ) 

<p{ag+a) 
P{a Q+a ) 

j(p( a 2g+l) 
P(«2ß+l) 



<p(ui,u 2r . 



<p(ui,u 2r . 



fUg)a 
i U q)q+ü 



(p{Ul,U 2 ,...,Ug) 2Q+ l 
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hat, ergeben sich sodann g Größen X\, x 2 , ■ ■ ■ , Xg, welche den Differential- 
Gleichungen 



(5.) 



dui = Yj 

du 2 = Yj 



dx a 



1 P(Xa) 



2*a-a 1 JR(x a ) 



dx a 



1 P(Xa) 



2x a -a 2 JR(x a ) 



du, 



I 



1 P(x a ) dx a 



2xa-a g ^R( Xa ) 



genügen, und zugleich die Werthe a\, a 2 , .. . , Q-g annehmen, wenn u\, u 2 , . . . , 
Ug sämmtlich verschwinden. Die Werthe, welche die Wurzelgrößen in diesen 
Gleichungen haben müssen, erhält man ohne Zweideutigkeit, indem man mit 

M(x, u lr u 2 ,..., Ug), N(x, u\, u 2/ ..., Ug) 

die Functionen bezeichnet, in welche die Ausdrücke (26, §. 3) durch die ange- 
gebene Substitution übergehen, durch die Formel 



(6.) 



^/R(xä) _ N(xa,u 1 ,u 2 ,...,ug) 
Q(x a ) M(x a ,u 1 ,u 2 ,...,ug) 



(a = l,2,...,g). 



Hierzu ist jetzt noch eine wesentliche Bemerkung zu machen. Der Nen- 
ner und die Zähler in den Ausdrücken von 



cp(ui,...)i (p(ui,...) 2 u.s.w. 

hängen, außer von u\, u 2l . . . noch von der Zahl y. ab. Gleichwohl läßt sich 
nachweisen, daß die Werthe dieser Functionen selbst stäts dieselben bleiben, 
welchen Werth man auch dieser Zahl geben möge, wenn derselbe nur groß 
genug genommen wird, um die in den in Rede stehenden Ausdrücken vor- 
kommenden Reihen convergent zu machen. 

Wenn nämlich F(u\, u 2l ... ), G(ui, u 2r ... ), F'(ui, u 2r ... ), G'{u\, u 2 , . . .) 
eindeutige Functionen mehrerer Veränderlichen u\, u 2l . . . sind, die sich nach 
ganzen positiven Potenzen derselben in Reihen entwickeln lassen, und es gilt 
die Gleichung 

F(ui,u 2 ,...) _ F'(ui f u 2t ...) 

G{ui,u 2 ,...) G'{ui,u 2 ,...) 
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für alle Werthe von u\, ui, ■■■, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner als 
gewisse Größen sind; so muß sie überhaupt für alle Werthe der genannten 
Veränderlichen bestehen, bei denen die Reihen für F, G, F' , G' sämmtlich con- 
vergiren. Denn es folgt aus ihr 

FG' = GF' ', 

und wenn diese Gleichung für beliebige unendlich kleine Werthe von u\, Ui, 
. . . richtig sein soll, so müssen die Reihen, in welche FG' und GF' nach ganzen 
positiven Potenzen dieser Größen entwickelbar sind, in den gleichstelligen 
Coefficienten übereinstimmen, woraus denn folgt, daß sie, und mit ihr auch 
die ursprüngliche 

F _ F ' 
~G~~ä 

gilt, sobald nur u\, Ui, ■ ■ ■ solche Werthe haben, daß die Entwicklungen von F, 
G, F', G' sämmtlich convergent sind. 

Bezeichnet man nun die Reihen, welche in dem Ausdrucke irgend einer 
der Functionen <p{u\, . . . )\, <p{u\, . . . )2 u. s. w., bei einem bestimmten Werthe 
von (i, den Zähler und den Nenner bilden, mit F, G, sowie mit F', G' dieselben 
Reihen für irgend einen andern Werth von (i, so stimmen, nach dem oben 
Bemerkten, die Reihen, in welche die Brüche 

F F' 
G' G 7 

bei hinlänglich kleinen Werthen von u\, Ui, • • • , Ug entwickelt werden können, 
vollständig überein, und es besteht daher die Gleichung 

F f / 

G~ G 7 

jedenfalls für alle Werthe von u\, ui, ■■■ , Ug, deren absoluten Beträge kleiner 
als gewisse Größen sind, und somit, nach dem so eben Bewiesenen, überhaupt 
für diejenigen Werthe dieser Veränderlichen, bei denen die Reihen F, G, F' , G' 
alle vier convergiren - wodurch die Richtigkeit des Behaupteten dargethan ist. 
In ähnlicher Weise läßt sich ferner zeigen, daß man nach Bestimmung 
von %\, X2, ..., Xg auch für die Wurzelgrößen ^R(xi), yJRfa), ■■■, ^R(Xg) 
vermittelst der Formel (6.) stäts dieselben Werthe erhalte, welche Zahl jj. man 
auch bei Bildung der Functionen M, N anwenden möge. Es ist aber bemer- 
kenswerth, daß man aus der Function (p(x) eine andere vom (g - l)ten Grade 
und mit Coefficienten von demselben analytischen Charakter wie die von (p(x) 
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selbst ableiten kann, welche jene Wurzelgrößen liefert, wenn man x = X\, X2, 

... , Xg setzt. 

d(p(x) 
Es werde — - — - <p (x) gesetzt, und nachdem man die Gleichung 



y 1 P(xc) 


dx c 
JR(xc) 


cp(a b ) 





mit 

{x a -a b )P'(a b )' 
multiplicirt, auf beiden Seiten in Beziehung auf b summirt. Dies giebt 

Y"i (p{a b ) du b _yi 1 <p(a b )P(x t ) dx c 

L* P'{a h ) ' x a - a b L-J2{x a - a b )(x c - a h )P'{a h ) ' jR( Xc )' 

Nun ist aber 

<p(x) v^ <P( a b) 



= y — 



(x a ~ x)P(x) *-* (x a ~ a h )(x - fl b )P'(fl b ) ' 
und daher, wenn man x - x c setzt, 

E- — — — — - = 0, wofern c ^ a 
(r<- — auilr.» — a.utP (a.ut 



b 1 (x c - a h )(x a - a b )P'{a b ) 



und Yj 



<p(a b ) <p'(x a ) 



b (x a - a b )(x a - a b )P'{a b ) P(x a ) ' 

Hiernach reducirt sich die rechte Seite der vorhergehenden Differential-Glei- 
chung auf 

1 (p'(Xa)dx a 

2 yfWÖ) ' 



und man erhält 



Hieraus folgt 



<p(a a ) y/R(x a ) 
b 



cp (x a )dx a = -2> du b . 

*-i{x a -a b )P'{a b ) 



'( )^1 - 2( P( fl b) y/R(x a ) 
a du b (x a - a b )P'{a b ) ' 

dx a „ FF^^ Y" 1 <P( a b) 



-2>w^=2Vr(^).£ 



du b ' """' L-i{x a -a b )P'{a b )' 



33 



Aber 



und daher für x = x a 



P(x) " + Lu(x-a h )P'{a h )' 



(x a - a h )P'{a h ) 



b 



Folglich 



£ <p W^ = 2 V^. 



Nun ist, nach dem Vorhergehenden, <p(x) eine eindeutige Function von x und 
U\, «2/ • • • / Uq, und man hat, weil (p(x a ) - ist, 

dx a (d<p(x) 



du h \ du h i x=Xa 

Somit giebt die vorhergehende Gleichung, wenn man 

2 V o*«! o*M2 "Uq I 

setzt, wo dann ip(x) eine ganze Function (p - l)ten Grades von x ist, deren 
Coefficienten gleich denen von <p(x) eindeutige Functionen der Größen u\, uj, 
..., u Q sind, 

(8.) y/R(x a ) = -ip(x a ) (a = l,2,...,g). 

Da nun die Werthe der Coefficienten von <p(x), die aus den Functionen <p(u\, . . . )\, 
... , (p{u\, ...)g zusammengesetzt werden, von y. unabhängig sind, so gilt das- 
selbe auch hinsichtlich der Coefficienten von <p(x). Und so ist erwiesen, daß die 
Werthe der Größen 

x x ,x 2 , ■ ■ ■ ,x Q , Vä(*i), V ä (*2)/ • • • / y/ R (Xg), 

wenn man dieselben vermittelst der im Vorhergehenden entwickelten Formeln 
berechnet, nur von u\, u<i, • • • , Ug, in keinerlei Weise aber von der dabei ge- 
brauchten Zahl jU abhängen. 

Die Functionen <p(u\, ...)\, (p{u\, • • • )2/ u - s - w -/ aufweiche, der vorstehen- 
den Darstellung nach, das Abel'sche Theorem fast mit Nothwendigkeit führt, 
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können durch die Formeln (2.) für alle Werthe von u\, u 2 , ■ ■ ■ , Ug als vollstän- 
dig definirt betrachtet werden, indem man, wie auch die letztern angenommen 
werden mögen, stäts jj. so groß wählen kann, daß die in den Ausdrücken jener 
Functionen vorkommenden unendlichen Reihen convergiren. Für g - 1 gehen 
sie, wenn 

y/(a 3 -a 1 )A .u 1 = u 
gesetzt wird, in die elliptischen 

sin am u cos am u A am u 

über. Aus diesem Grunde mögen sie vorzugsweise „hyperelliptische oder Abel' - 
sehe Functionen der Argumente u\, u 2 , ... , Uq" genannt werden. Ferner sollen, 
der letztern Benennung entsprechend, für dieselben von nun an die Bezeich- 
nungen 

al(u 1 ,u 2 ,...,u Q ) 1 a\(u 1 ,u 2 ,...,Ug)2 ■■■ al(u v u 2 , . . . , Ug) 2 g +1 , 

oder auch kürzer 

<A(ui,...)i al(M 1 ,...) 2 ••• al(M 1 ,...) 2p+ i 

gebraucht werden.*) 

Durch die bisherigen Entwicklungen ist jetzt das in der Einleitung aus- 
gesprochene, die Form des Abhängigkeitsverhältnisses, welches zwischen den 
Größen x\, x 2 , ..., Xg und u\, u 2 , ..., Ug durch die daselbst aufgestellten 
Differential-Gleichungen begründet ist, betreffende Theorem strenge erwiesen. 
Dasselbe möge, in noch bestimmterer Weise gefaßt, hier wiederholt und mit 
einer übersichtlichen Zusammenstellung der wichtigsten Formeln verbunden 
werden. 



*) Die Form, welche ich in der vorliegenden Abhandlung den Abe^scnen Functionen gegeben 
habe, stimmt nicht ganz mit derjenigen überein, in welcher sie der frühern, im 47sten Bande 
des Cre/Je'schen Journals abgedruckten, aufgestellt sind. Die letztere dürfte, an sich betrachtet, 
einige Vorzüge haben; ich habe sie aber geändert, um den nicht unwesentlichen Vortheil zu 
erreichen, daß jede Afref sehe Function für g = 1 geradezu in eine der elliptischen von der 
gebräuchlichen Form übergehe - was bei den dortigen al(wi, . . .)o, al(Mi,. . . )i, u. s. w. nicht 
der Fall ist, indem diese vielmehr für Q = 1 mit den von Abel in dessen erster Abhandlung 
über die elliptischen Transcendenten gebrauchten Formen überein kommen - und auf diese 
Weise die Vergleichung jedes gefundenen Resultats mit einem aus der Theorie der elliptischen 
Functionen bekannten erleichtert werde. 
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Es sei 



(I.) 



' R ( x ) = A o( x ~ a{)(x -a 2 )---{x- a lQ+ \), 

dPix) 
P(x) = (x- ai)(x -a 2 )---{x- an), 



P\x), 



oh dx 
k Q(x) = A (x - a g+1 )(x - a Q+2 ) ••■{x- a 2 n+i), 

so lassen sich die Größen x\, x 2 , • • • , Xg, welche die Differential-Gleichungen 

1 P(x a ) dx a 



K-Ei— 

1 L?T„- 



(II.) 



z Zj?t„- 



2 *a - fli ^/R(x a ) 
1 P(x a ) dx a 



2 x a ~ a 2 y/R( Xa ) 



du e = Lö^ 



1 P(x a ) dx a 



2xa-a g y/R( Xa ) 

befriedigen, und zugleich die Werthe a\, a 2 , ... , a g annehmen, wenn u\, u 2 , ... , u g 
sämmtlich verschwinden, als die Wurzeln einer Gleichung gten Grades betrachten, 
welcher man die Form 



(III.) 



EfQ(fla) a\ 2 {ui,U 2 ,...,Un) ü 
\P'{a a ) ' x-a a 



= 1 



geben kann. In dieser bedeuten 

<A{ui,u 2 ,...,u Q )i dl{ui,u 2 ,...,u Q ) 2 ... d\{ui,u 2 ,...,u g ) g 

eindeutige Functionen der unbeschränkt veränderlichen Argumente u\, u 2 , ..., u g , 
welche für alle innerhalb irgend eines endlichen Bereichs liegenden Werthe dieser Grö- 
ßen in der Form 



(IV.) 



al(i*i, «2,... /«oh 



al(u 1 ,u 2 ,...,u Q )p = 



(1) (1) 

«1 + («1/ U 2 ,..., U g y 3 ' + ■■■ + («!, U 2 ,..., Mß^.j + 
1 + («1, 1*2, . . . , «0)2 + '" + ( M l' M 2/---/Wp) 2l n + " 



Wp + (U lr U 2 ,..., Uq)£- +■■■ + (U lr U 2 ,..., Mß)^-! + 
1 + («!, M 2 / • • • / "ß) 2 + • • • + («l, «2/ • • • / u Q) 2 m + • • 
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(r) 
wo durch (uj, u 2 , . . . , Ug))^ eine homogene ganze Function mten Grades bezeichnet 

wird, dargestellt werden können. 

Setzt man ferner 

(V.) (x - xi)(x -x 2 )---(x- x e ) = (p{x), 

wo denn 

(vi.) (p{x) = p {x) -yl9^A I^L a i2 { t</ )a | 

und 



.,,,,, , <p(a a ) (a a - xi){a a - x 2 ) ■ ■ ■ (a a - x 9 ) . 

(VII.) A n(n \ = \\—rTn n ^ Ta n Z = ^Ifa, U 2 , . . . , Ug) ü ( + ) 

ist, und 

El <9cp(x) 
2^7 = ^' 

oder, indem man 

d al(M!, u 2 , ■ ■ ■ , Ug) a d alfa, u 2 , . . . , w e )a 

bezeichnet, 



(IX.) + ••• + mit al(u 1 ,u 2 ,...,Ug) a 

dm du, 



(X.) xp(x) = Y\ Ü . d\{ui,U 2 , . . . ,Ug) a d\{ui,U 2 , . . . ,Ug)a\ r 

^— ' \ P (a a ) x - a a * * J 

so gz'efef die Formel 

(XI.) V^(^a) - -V(^a) 

nac/z Bestimmung von x\,x 2 , ... , Xg diejenigen Werthe der Wurzelgrößen ^R(xi), 
^R(x 2 ), ... , ^R(Xg), welche diesen in den obigen Differential-Gleichungen (IL) bei- 



<p(a a ) («o - *i)(«a - * 2 ) • • • (x a - x e ) 

■Q(a a ) V -A (fl a - Vi) ' ' ' ( fl a ~ fl 2 P +i) 



) a/ ^>/^ x = a I 4 /„ ; — ^ TZ ; T = al ( M i' "2, • • • / ««Ja im Text. 
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gelegt werden müssen. Weiter hat man 



(XII.) 



j(p(ag+ a ) __ Ha g+ a ~ Xi)(a g+a - x 2 ) ■ ■ ■ (a g+a - x Q ) 
P(a g +a) \ (a g +a ~ a\){a g +a - a 2 ) ■ ■ ■ (a g+a - a g ) 
- a\(ui,u 2 ,...,u g ) g+a , 



|<p( fl 2p+l) _ ( a 2g+l ~ xi)(a 2g +i - x 2 ) ■ ■ ■ (a 2g+ i - x Q ) 
P ( a 2 g +l) \ ( fl 2p+l - fl l)( fl 2p+l - «2) • • • ( fl 2p+l - a Q ) 

= al(ui,u 2 ,...,u g ) 2g+ i, 

woa\(ui, . . . ) g+ \, ■■■ , al(tti, . . . ) 2g+ \ Functionen derselben Art wie a\(ui, . . . )j u. s. w. 
sind, die sich in der Form 



(XIII.) 



al(ui,u 2 ,...,u g ) g+ i 
-1 / \(p+l) / \(ß+l) 

l + (M 1 ,M 2/ ...,Mp), + ■•■ + («!/ M 2/ ••>> u Qh m + 



1 / \(0) / x(0) 

1 + («i, m 2 / • • • / u g y 2 ' + •■• + («i, u 2f . . . , u g y 2 ^ + 



al(ui,u 2/ ...,u g ) 2Q+1 



A2g+1) 



(2g+l) 



1 + (ui,u 2 , . . . ,u Q ) 2 v +■■■ + («!, «2/.../Mß) 2 m +••• 
1 + («!, M 2 / • • • / V2 + • • • + ("1/ "2/ • • • / Wß) 2nt + • ' • 

darstellen lassen, wo der Nenner derselbe ist wie in den Ausdrücken (IV.). Diesen 
Formeln füge ich noch die folgenden hinzu. 

Bezeichnet man mit a irgend eine der Zahlen 1, 2, . . . , 2g + 1, und setzt 



(XIV.) 



Q(a a ) - l a , P(a g+a ) - lg+ a , P{a 2g +\) - Iiq+1> 



d a\{ui,u 2 , . . . ,u g ) a d a\{ui,u 2 , . . . ,u g ) a — 
(XV) 1 H = al(wi, u 2 , 



dm 



du, 



/U g )a, 



so ist 



(XVI.) 



<p(a a ) = l a al (u v u 2 , . . . , u g ) a , 

xj>(a a ) = l a al(«i, u 2 , . . . , u g ) a a\{ui,u 2 , ..., u g ) a , 
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so daß man auch, wenn a\, a 2 , • • • , ctg Q verschiedene Werthe von a sind, und 
(XVII.) (x - a ai ) ■ ■ ■ (x - a ag ) = Ri (x) 

gesetzt wird, 

la Rl(x) 



(XVIII.) 



(p(x) = R 1 (x) + Y J \^ 



(fla) x a a 

a = a\,(X2, ■ ■ ■ ,0Cg 



a\ 2 (u 1 ,u 2 ,...,Ug) a \, 



E( l a R^x) — ) 

\ v , r z ■ al(i*i, u 2 ,..., Ug) a al(«i, u 2 , . . . , u Q ) a \, 
\K-Afl a ) x — a a ) 



a = ai,«2/- ■ -/Ctg 



hat. 



Ferner ist, indem 
in Folge (X, XVI.) 



<p(x) 



xp(x a ) 



(x-X a )(p f (Xa) 



, wo (p\x) - 



d(p(x) 
dx 



(XIX.) 



(XX.) 



xp(x) ^ y/R(x a ) 



-L 



<p(x) S—t (x a -x)(p'(x a ) ' 
al(u 1 ,u 2 ,...,u g )a ^ y/ R (Xa) 



I 



al(«!, u 2l . . . , Ug) a S—i (x a - a a ) <p'(x a ) ' 
Nun ist oben bei Herleitung der Gleichung (8.) gefunden worden 



d(p(x) 
dm 



ö X — -^-Q 



~(p\Xo) 



dx a 2(p(a b ) y/R(x a ) 2(p(a b )xp(x a ) 



du b (x a -a b )P' (a b ) (x a -a b )P' (a b ) ' 



woraus man schließt, daß für jeden Werth von x 

1 d(p{x) 4>(a b ) <p(x) - (p(a b ) \p{x) 



(XXI.) 



2 du b 



{x-a b )P'{a b ) 



ist, indem die beiden einander gleichgesetzten Ausdrücke ganze Functionen 
(g - l)ten Grades von x sind, welche für g Werthe dieser Größe, X\,x 2 , ... , Xg, 
der vorstehenden Formel gemäß übereinstimmen, also identisch sein müssen. 
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Aus dieser Gleichung folgt, wenn man die durch (XIX.) gegebenen Ausdrücke 
von xp(a b ) und i/>(x) substituirt 

(XXII) 1 dcpjx) _ (p{a h ) <p(x) y ( y/R(x a ) \ 

2 du b P'(flb) ^\(xa-x)(x a -a b )(p'(xa)J' 

Ferner, wenn man x - a a setzt, 

da\{u lr u 2 ,...,u g ) a 

(AA111.J — — — 

a\(u 1/ ...) a du h 

-Q(«b) al («i/ • • • )qal(Mi, • • • )b ~ al(f*i, ■ ■ ■ haMyy ■ ■ ■ )« 
P'(flb) ' fl « - a b 

vorausgesetzt, daß a von 6 verschieden sei; oder wenn man, unter der Annah- 
me, daß ß ^ a, 

al(ui, ...) a al(wi, ...)«- al(M!, . . . )a al{ui, . . . ) a 
(XXIV.) ' ' 



a a -aß 

durch a\(u 1 ,u 2 ,... / u Q ) a ß 

bezeichnet, wo denn, zufolge (XX.) 

Er a\(u lr ...) a aKwx, ...)ß y/R(x a )) 
{ <*. -«■)<*. -«,),>'<*.) ) 
ist, und man 

(XXVI.) al(tt!, u 2 , . . . , u Q ) a ß = al(ui, u 2 ,..., u Q )ß a 

hat: 

(xxxvii.) ~wr^ al ("i' • • • )*> al ("i' • • • )<&> 

du b P (a b ) 

(b %«) 

aus welcher Gleichung, wenn man a = a setzt und auf beiden Seiten mit 
p, " al(wi, . . . ) a multiplicirt, noch 






(XXVIII.) 
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folgt. 

Die in dem Vorstehenden eingeführten Functionen 

al{ui,...) a , al(ui, . . .) a , al(ui, . . . ) a ß 

können (nach den Formeln XVI, XX, XXIV) sämmtlich algebraisch durch X\, %i, 
. . . , Xg ausgedrückt werden; es müssen daher unter ihnen so viele algebraische 
Relationen bestehen, als Functionen vorhanden sind, weniger g. Diese sollen in 
dem folgenden §. entwickelt und zusammengestellt werden. 



§•5. 

Algebraische Relationen unter den Abel 'sehen Functionen und deren ersten 

Differential-Coefficienten. 

Es werde der Kürze wegen 

al{u 1 ,...) a = p a ai(u 1 ,...) a =p a al(u v . . . ) aß = p aß 

gesetzt; dann gelten folgende Sätze. 

I. Durch je g von den Quadraten der Größen p a können die übrigen linear ausge- 
drückt werden. 

Aus der Formel (XVIII.) des vorhergehenden §. folgt nämlich, wenn man 
x - aa setzt, und ß nicht unter den Zahlen a\, a<i, ■■■ , ocq begriffen ist, mit 
Berücksichtigung von (XVI.) 






R x {aß) P ^'{R[(a a ) a a -a ß 

a = a.\,a2, ■■■ ,(Xp 

II. Eben so können durch je g von den Größen 



2 2 2 2 

Vy V\ y > P2y' ■■■' P{2g+l)y 



(wo p vv fortzulassen ist) die übrigen linear ausgedrückt werden, vermittelst der For- 



77 
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mein 



2 g^jj Y" ( [g 2 1 

( fl y ~ fl ^ jg 2 _ 4 2 Tr\ a J—l k 2 \ 
Ri(^) ^ " °^ V W - fl « ' R [M Pay l 

Ä'(fly) ^( a y~ a ß l a 2 



l y Ri{a y ) L^ \aß-a a ' Rj(a a ) a ^J' 

m denen s/'c/i das Summenzeichen auf dieselben Werthe von a bezieht wie in (I.), und 
y sowohl als ß nicht unter diesen begriffen sein darf. 
In Folge der Gleichung 

ij>(xa) = ~ y/R(x a ) (<x = 1,2,...,q) 

wird die Function R(x) — ip (x) für x = X\, x^, • • • , Xq gleich Null, und ist daher 
durch <p(x) theilbar. Setzt man nun 

so wird der Zähler dieses Ausdruckes für x - ay (zufolge der Formel XVI. des 
vorhergehenden §.) gleich Null, und es ist somit \j>y(x) eine ganze Function 
(q - l)ten Grades. Dann hat man 

p y R(x)-(x-ay) 2 4>y(x) 

= Py( R ( X ) ~ ^ 2 (X)) + Py(p(x) (2p y 4>(x) ~ p y (p{x)), 

und es ist also der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung ebenfalls 
durch <p(x) theilbar, wie auch durch x - ay, so daß man setzen kann 



? R(x) x ? 



- (X - Oy) Xpy(x) = <p(x) (py(x), 



und dann <py(x) eine ganze Function ^ten Grades bedeutet. Nimmt man nun 
x - a a , a ^ y vorausgesetzt, so ergiebt sich (zufolge Formel XVI. d. v. §.) 



<Py(a<x) - («y - aa) laP, 



ay 
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indem 



lpy(a a ) = laPaP 



ay 



ist. Ferner erhält man für x = ay 



R'{a y ) 
(py( a y) = —j 



y 
Bemerkt man nun noch, daß der Coefficient des höchsten Gliedes von <py(x) 

2 

y 



gleich Aqp~ ist, und man daher 



<Py(x) _ 2 Y (py( a a) 

R&) " A ° Py + V (x-a a )R\(a a ) 



a y da l 



2 v~i y & 



a 



Pc 



(x-a a ) R\{a a Y^ 

hat, so ergeben sich die zu beweisenden Relationen, indem man x = ay und 
x - aa setzt. 

III. Aehnliche Relationen finden Statt unter den in der Reihe 

V\V\y> VlVly ■■■> P2g+lP(2g+l)y 

enthaltenen Producten. 

Setzt man nämlich in der Gleichung 



$y(x) _ y <M fl a) _ v^ l aPaP 



aray 



R i ( x ) a ( x - a a)R[ ( a a) ^ (x - a a )R[ (a a ) 
x - aa, so ergiebt sich 

ly ^ l aP a Pc 



<-y v-i "urafay 

R 1 (a ß fß P ßr = L (a ß -a a )R[(a a ) ' 



wo hinsichtlich der Zahlen a, ß, y dasselbe gilt wie bei der vorhergehenden Nr. 

IV. Unter je sechs Functionen p a , p„, p , p„ , p , p aß , wo a, ß, y verschiedene 
Werthe haben müssen, findet die Relation 

(a ß - a y )p a p ßy + (a y - a a )p ßPya + (a a - a ß )p y p aß = 0, 
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oder 

_ («y - a ß)P a Pßy ~ ( a y ~ a a)PßP ay 

Paß ~ Wa ~ a ß )p Y 

Statt. 

Denn es ist (vermöge Formel XXIV. des v. §.) 

(a a - a ß )p aß ^ p ß p a 

PaPß ~ Pß Pa' 

(a ß - a y )p ßy _ p y p ß 

PßPy ' Py Pß' 

(a y - a a )p ya _ p a p y 
PyPa ~ Pa Py 

aus welchen Gleichungen, wenn man sie durch Addition verbindet, die aufge- 
stellte Relation sofort folgt. 

V. Endlich ergeben sich noch folgende Gleichungen, in denen 

a f irgend eine der Zahlen q+\,q + 2,...,2q+\ 
bedeuten soll, 

E d Pa , v , y^/ QK) fl q~ fl b \ 

^ ^ = (<V - a a )p a ,p aa , + L\WW)- a^a-, P ^)' 

(b % o) 
d Pa , v V"/ß( fl b) a a -a a 



(b%o) 



Wab i 






d Pa' = y f-Q(«b), 
b *** b 

Man hat nämlich (Formel XXVII d. v. §.) 



^a' Q(gb) ~ > rt s 

^ = -p^) HPah ( * ^ 
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Hieraus folgt, wenn man a = a' setzt, sofort die dritte der vorstehenden Glei- 
chungen. Aus (VI.) aber folgt, wenn man x - a a r nimmt und b statt a schreibt, 

2 =1 _yiQ(^)_ v\ \ 

und hieraus, wenn man nach u a differentiirt, 

d J?a 

du a v^ '( Q( fl b) PbPab) ,. . , 

Pa'Paa' = " ~ " /, i BTTTT ■ " ~ b ( 6 * a )' 

woraus sich die zweite Gleichung ergiebt, aus der dann weiter die erste folgt. 

VI. Von den vorstehenden Relationen mögen nun die folgenden besonders hervorge- 
hoben werden, in denen der Kürze wegen 

2q+1 durch üq, q + a durch a! , q + b durch b' 

bezeichnet ist. 

n n i2/ x 1 V I QM al 2 (Mi,...)q \ 



(2.) 



al( Ml ,...) a ,=l-2J— -T-— —- — 



n V P (fl a ) «o' ~ a a 



(3.) A al (u lf ...) ao = -^ + L\WW) al {UV • • • H 



(4.) (fla -fla')al 2 (wi/---)a o' 



„ i2/ v \^f a a -a a Q(a a ) 2 

= A al (^-Oao-^j^^.^^al («!,... y 

Q'(«Oo) Y-"( fla _fl a' Q( fl a) i2/ x l 

2-i I « 7" ■ ^TTT al ("1/ • • • )w f 



p ( a %) v^»' _ fla p/ ( fla ) 
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(5.) al(« 1/ ...)o'aK« 1/ ...)aoa'=i J \p^ö- ^^ 



(6.) al(M lr . . . )a al(Mi, . . . )ab 

(fla -«b)al(«i/-..)a aUlli, . 



)a b - ( fl a - «a) al(«i, . . . )b al(tti, • • • )o a 



(7.) al(« l7 . . . )a alC«!, . . . ) a / b 

(fla - «b) al(m, • • • ) ' al(Mi, 



fl a -a b 



)a b - («o - fl a ') al(«i, • • • )b al(t*i, . . . )a a 



fl a ' — ß b 

(8.) al(iii, . . . )a al(ni, . . . W 

(flo - Ab') al(«l/ • • • )a' al(«i, • • • )a b' - ( fl a - «oO al («i/ • • • V al(«i, • • • )a a' 



(9.) 



( 9al(ii 1/ ...)g Q(g b ) 

<9n b P'(fl b ) 

^aK«!,...)^ = Q(a b ) 

<9n b P'(fl b ) 

<9 al(i*i, . . . ) Q / _ Q(fl b ) 

<9ii b P'(fl b ) 

<9al(Mi,...) a 



fl a ' — fl b / 
al(u 1 ,...) b al(ii 1/ ...) ab (b^a) 
al(u 1 ,...) b al(ii 1/ ...) aob 
al(iii,...) b al(iii,...) a / b 



du a 



(fla - a a) al(ni, . . . )a al(wi, . . . ) ao a 
'(Qfab) fl a-Aa 



-I '£ 



\P'(fl b ) 



flao — Ab 



al(ii 1 ,...) b al(ii 1 ,...) ab ^. 

(b%a) 



Von diesen Gleichungen gehen Nr. (1, 2, 3, 4, 5) aus (I, II, III) hervor, wenn 
man in diesen R\{x) - P(x) setzt; Nr. (6, 7, 8) sind die Relationen (IV.), wenn 
man y — üq nimmt, und die unter Nr. (9.) finden sich unter (XXVII.) des v. §. 
und (V). Sie stellen, wie man sofort übersieht, so viel Relationen unter den 
Functionen al(wi, . . . ) a , al(wi, . . . ) a a und den ersten Differential-Coefficienten 
von al(iii, . . . ) a dar, als nöthig sind, um alle diese Größen algebraisch durch 



al(«i,...)i al(ii 1 ,...) 2 



al(Mi,...), 
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(an deren Stelle je g andere der Functionen a\(ui, ...) a treten könnten) aus- 
zudrücken, ohne daß in den betreffenden Formeln die Argumente U\, Uj, ■ ■ ■ , 
Un selbst vorkommen; woraus unmittelbar weiter folgt, daß auch die höheren 
Differential-Coefficienten der Abel'schen Functionen algebraisch durch je g der 
letztern ausdrückbar sein werden. 



§•6. 

Die Abel'schen Integral-Functionen. 
Das Integral 



I\ 



*(F(x 1 )dx 1 F(x 2 )dx 2 F{x Q )dx Q \ 

i v^y + v^) + + v^y /' 

wo F(x) eine beliebige rationale Function von x bedeuten soll, geht, wenn man 
X\, x 2/ ■ ■ . , Xg, ^R(xi), ^R(x2), ■■■, ^R(Xg) vermittelst der Formeln des §. 4. 
durch u\, «2/ • • • / Ug ausdrückt, in eine Function dieser Argumente über, welche 
man eine „Abel'sche Integral-Function" derselben nennen kann, und deren 
analytischer Charakter jetzt näher untersucht werden soll. 

Man kann, wie weiter unten wird nachgewiesen werden, jede in der 
vorstehenden Formel enthaltene Function auf eine einzige zurückführen, die 
mit 

%\(u\,ui, . . -,Up) oder kürzer 9II(mi,...) 

bezeichnet werden soll, und durch die folgende Gleichung 

n \ Amt ^ V 1 V^ p ( x «) dx * 
(1.) dm(u 1/ u 2 ,... r u Q )= }-———.- -■ 

Lui p{p) x a -a Jr(^) 

definirt wird, mit der nähern Bestimmung, daß 5II(tti, . . . ) den Werth Null erhal- 
te, wenn u\, Ui, . . . , Ug sämmtlich verschwinden. Die Constante a kann jeden 
beliebigen Werth haben, mit Ausnahme von a\, a^, ■ ■ ■ , ^ig+\, und auch das 

Zeichen der Wurzelgröße ^JR{a) willkührlich bestimmt werden. Ist es nöthig, 
a in die Bezeichnung der erklärten Function mit aufzunehmen, so soll dieselbe 
Al{u\ r «2/ • • • / u g) a ) geschrieben werden. 

Nimmt man zunächst die Größen u\, Ui, ■ ■ ■ , Ug so klein an, daß nicht 
nur X\, X2, • • • / Xg in der Nähe von a\, ai, ■ ■ ■ , cig sich befinden, und dieselben 
daher, so wie ^]R{x{), ^/rIx^), . . . , ^R(Xg) durch die unendlichen Reihen (4, 5) 
des §. 1. ausgedrückt werden können, sondern auch die Differenzen X\ — ü\, 
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X2 - «2/ • • • / x g ~ a Q dem absoluten Betrage nach kleiner als beziehlich a — d\, 
ß — «2/ • • • / a - üg sind; so erhält man, indem 



P(x a ) x a - fl a P(*a) 



und 



Xq (X X(x fl Xq ^ct 



X a da _ %a a a\ ^ l%a a a\ ( x a a a\ 



Xq U Uq U \ \ Uq dl \ Uq u 

QM-s 2 a f., _ J Q(a a ) \ 2,it 



1 + Sh .r., J .s 



(««-«JP'Wl \(a-fl a )P'(a a )/ a 

m = 1 . . . oo 



1 P(x a ) dx a 



2 x o - fla ^/R(xa) 



(l + (a, a)is5 + (o, a) 2 sj + ■ ■ ■ ) <fe a (§. 1.) 



ist: 



(2.) m(u 1 ,u 2 ,...,u g ) = ^—-.{S 3 + S 5 + --- + S 2m+1 + ---\ 

= -^73- . (h 3 + % + ••• + *Wi + ■••}/ 

wo durch S2 m+ i eine homogene ganze Function (2m + l)ten Grades von Sj, S2, 
. . . , Sp und durch U2m+l eme eben solche von u\, u 2 , . .. , Ug bezeichnet wird. 
Die Coefficienten von S2 m+ i, W2111+I werden rational aus a, a\, ai, ..., a & und 
den Coefficienten von Q(x) zusammengesetzt; nach fallenden Potenzen von a 
entwickelt, fangen S2 m +i/ ^2nt+l m it Gliedern an, die mita _m multiplicirt sind. 
Nun aber findet, wenn man jetzt wieder unter 



x' 


u" 

u a> 

x" 


. ., x a 


sl R K), 

M(x), 

Xo/ 


N(x), 
^R(x a ) 


<p(x) 
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dieselben Größen versteht wie in §. 2, nach dem Abel'schen Theoreme nicht 
bloß die dort unter (6.) aufgestellte Gleichung Statt, sondern auch die folgende 

y 1 [ VjgjÖ PK) dx' a | tJr&J PK) äx'j \ 

4^(2 P(a) ' x a -a' jRfäjj 2 ° S \M(a)P(a)-N(a)ypW)>' 
Werden daher 

wo p irgend eine der Zahlen 1, 2, ... , 2/i bezeichnet, so klein angenommen, 
daß die Reihen auf der rechten Seite der Gleichung (2.), wenn man darin diese 
Größen an die Stelle von u\, u 2 , ■■■ , Ug setzt, convergiren, so hat man 

yfl yfW) P(x a ) dXg \ 

Z^\ 2 P(a) ■ x a -a m jRfäjj 

= d 9II(mi ,...) + d 3II(mi , ...) + ••• + kd log 

W(fl) P(fl) + N(fl) yR(fl) 

Jetzt setze man, wie in §. 4, 

/ // (2u) "a 

"a = "a = ■ ■ ■ = "a = 2II / 

und nehme |U so groß an, daß nicht nur die unendlichen Reihen, welche in den 
dortigen Ausdrücken von al(wi, ...)\, al(wi, . . . )2 u. s. w. und von M(x, u\,... ), 

N(x, U\, .. .) vorkommen, convergent werden, sondern auch die für 5III — , ... 1; 

so verwandeln sich die Größen 



x\ 



, x 2 , ..., x Q , V Ä (*l)/ ^R(x 2 ), ..., y/R(xg) 



der Gleichung (4.) in die durch die Gleichungen (III, XI) des genannten §. 
bestimmten; und es ergiebt sich durch Integration 



(5.) «l( Ml , M2 ,...,^) = 2^l(^,^,...,^) 



2/i 2/i 1\i, 

1 /M(a, u\, m 2 , • • • , u e ) P(a) - N(a, u\, m 2 , . . . , u e ) y/R(a) 

+ 2 log =z 

V M(fl, «!, U 2 , ■ ■ ■ , Mg) P(fl) + N(fl, M lr u 2 , . . . , u g ) yR(fl) 
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Eine Constante ist nach der Integration nicht hinzuzufügen, indem die Func- 
tion, deren Logarithmus in dieser Gleichung vorkommt, sich auf die Einheit 
reducirt, wenn u\, u 2 , . . . Ug, sämmtlich verschwinden, wie aus den unter (26, 
§. 2.) gegebenen Ausdrücken von M(x), N(x) zu ersehen ist. 
Setzt man 

M(a,u 1 ,...)P(a)-N(a,u 1 ,...) y pm W|l,...) 

(6.) .e V2 f ; =Wl(u 1/ u 2 ,...,Ug), 

M(a, «!,...) P(a) + N(a, u\, . . . ) ^R{a) 

so ist 

(7.) 5II(m!, u 2 , . . . , ug) = \ log 211(1*!, M 2 / • • • / u Q ), 

und es bezeichnet alsdann %\(ui, u 2 ,..., Ug) eine eindeutige Function von u\, u 2 , 
. .. , Ug, welche, wenn für die absoluten Werthe dieser Veränderlichen irgend 
welche Gränzen festgesetzt werden, die sie nicht übersteigen sollen, in der 
Form eines Bruches ausdrückbar ist, dessen Zähler und Nenner nach ganzen 
positiven Potenzen von u\, u 2 , ■ ■ ■ , Ug, in convergirende Reihen sich entwickeln 
lassen. Für hinlänglich kleine Werthe der Argumente hat man 

ta\ mit ^ 2 ("3 +lt 5 + - + «2m + i+-)^ 

(8.) m(u 1 ,u 2 ,...,ug) = e p ( fl ) , 

woraus sich leicht erweisen läßt, ganz in derselben Weise, wie dies in §. 4. für 
die Functionen <p{u\, ...) a geschehen ist, daß der Werth von %\(ui, u 2 ,..., Ug), 
obwohl in dem Ausdrucke dieser Function, wie er durch die Formel (6.) gegeben 
ist, die Zahl (i vorkommt, dennoch von derselben ganz unabhängig ist. Man 
hat daher folgenden Satz: 

Es giebt eine eindeutige Function %\{y.\,u 2 , . . . ,Ug) der unbeschränkt verän- 
derlichen Größen u\, u 2 , ..., Ug, welche der Differential-Gleichung 

Ui mt s y/1 VW P(x a ) dx a \ 

in der X\,x 2 , ... , Xg, ^R{x{), ^R(x 2 ), ... , ^/R(xg) die durch die Gleichungen (III, 
XI) des §. 4. bestimmten Functionen von u\, u 2 , ... , u Q sind, genügt und, wenn diese 
Veränderlichen sämmtlich verschwinden, den Werth 1 annimmt. 

Wenn nun F(x) eine beliebige rationale Function von x ist, so kann man 
dieselbe stäts als ein Aggregat von Gliedern von der Form 

— ^— und Bx m ~ l 
(x - a) m 
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darstellen, wo m eine ganze positive Zahl, und A, B, a Constanten bedeuten. Mit 
Unterscheidung derjenigen Werthe von a, welche R(a) - machen, von denen, 
bei welchen dies nicht der Fall ist, kann man daher als den allgemeinsten 
Ausdruck von F(x) den folgenden annehmen 



^ r w=E^hE 



im_ l 



~{x-a) m ) — y(x-a) m J 
m = 1 ...m\ m = 1 . . . m 2 



ßm i V I ßm 1 



Lu I (r - a, ) m I Lu 



in 



(x-flj) m J ^— ' ((x-fl2) 

m = 1 ... Mi m = 1 . . . n 2 



= £{c m jc 



m-1 
m = l...n 



wo m^, W2, • • • , w, nj, «2/ • • • ganze positive Zahlen (Null ausgeschlossen) und 

12 12 j 2 

A m , A m , . . . , ßm, ß m , . . . , Cm, a,a, ... Constanten bedeuten, und angenommen 

1 2 

wird, daß a, a, ... nicht zu den Größen a\, a<i, ■■■, ci2q+i> den Wurzeln der 
Gleichung R(x) - 0, gehören. 
Nun ist 

(10 .) d ^ -(I *» -m * W ^ * 



(x-a)"' \2(x-a) m (x + ir+^^RW 

■E{(5-)-^-'^ 4 hfe 



r = 0...(2p + l) 



wenn man 



R(z) = V R (r) (ß)(x - a) r 
r = 0...2p + l 

setzt. Da nun RS \ä) = R(a) ist, so übersieht man aus dieser Formel sofort, daß 
sich, wenn R(a) nicht Null ist, indem man in = 1, 2, . . . , m-1 setzt, 

rix (A . v ( Go , r ( ,\ dx G 2 (x)^R(x) 
(11.) ; auf die Form h Gi (x) , + d ■ — 
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wird bringen lassen, wo Gq eine Constante, Gi(x) und G2(x) aber ganze Func- 
tionen von x bedeuten, die erste vom (2g - l)ten und die zweite vom (tri - 2)ten 
Grade, wobei man für tri - 1, Gq - 1, G\(x) - 0, G 2 (x) - hat. 

Setzt man aber a - a a , so ist R(a) = 0, nicht aber I i — mlR' \a), und es 
erhellt aus der Formel (10.), wenn man jetzt in = 1, 2, ... , m nimmt, daß man 

äx = G x (x)dx | ^ G 2 (x)Vr(x] 

(x-fl a ) m V^M V^w ' (*- fl «) m 

erhalten muß, wo Gi(x), G2(x) wieder ganze Functionen sind, die erste vom 
(2g - l)ten und die andere vom (tri - l)ten Grade. Namentlich hat man 

1 R'(a a )dx = (\ R'jx) ^l R'(a a ) R(x) \ dx rf V^M 

2 (x-fl a )V^W ^ 2x - fl a 2x-% (x-a a ) 2 ) Jr(x) x-a a ' 

Ferner ist 

, 1 , x (tri - l)x m ~ 2 R(x) + \x m - l R'(x) 

d(x m - 1 yßm ) = - -==1 — dx 

v ' mW) 



oder, wenn man 



setzt, 



R(x) = Yj A x x 2q+1 ~ x 
r = 0...2ß + l 



(14.) d (x m ~ l VRÖö) = £ (ig + m - X -^-) A x x^ +m -'- l \ 



dx 



x = 0...2q + \ 

und man hat daher 

x 2 V- 1+m dx G x (x)dx j( „ , N r— n 
(15.) — ^- - 1 1_ + d G 2 (x) VRW , 

vW) ^) v 7 

wo gleichfalls Gi(x), G 2 (x) ganze Functionen sind, die erste vom (2g- l)ten und 
die andere vom (tri - l)ten Grade. 

Aus den Formeln (11, 12, 15) folgt nun sofort, daß sich 

1 2 

(16.) — —= auf die Form H + • 



V R (*) \*-fl x-fl / V R ( X ) 



2,0-1 



G(x)dx // , x G(x) V r——\ 

^) \ l ÜV R (x)H(x)> y ') 
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bringen läßt, wo Gq, Gq, . . . Constanten, 

H(x) = (x-a) m i- 1 (x-a) ni2 - 1 ..., 
R (x) = (x-a 1 ) n ^ (x-a 2 T 2 ..., 

2o-l 

und G(x), G(x), Gq(x) ganze Functionen sind, von denen die erste von nicht 
höherem als dem (2g - l)ten Grade, die zweite von einem niedrigem als Rq(x) 
H(x) ist, und die dritte sich auf Null reducirt, wenn n S 2p, während sie vom 
(n -2g- l)ten Grade ist, sobald n > 2g. 
Da man ferner 

dx P(x) dx P(x) - P(a) dx 



(x-fl)V^W P< ^> (x-fl)V^W (x-a)P(a) JR(xj 

Pix) - Pia) 

hat, wo eine ganze Function ig - l)ten Grades ist, und man, wenn 

x-a 
f(x) eine Function (2g - 1) Grades bedeutet, 

f(x) = f 1 (x)P(x) + f 2 (x) 

setzen kann, wo f\(x), f 2 (x) beide vom (g - l)ten Grade sind, und 

/2(«b) P(x) 



Mx) = E w 



P (a^) x-a^ 

F(x) dx 
ist; so erhellt, daß man dem Differential auch die Form 

,+ n\ F(x)dx yl R (a) P(x) dx V R ^) P(x) dx 
(17.) — — F^ . . — + Fo . . — + 

y/Rix) 2P(a) x-a y/R(x) 2P(a) x-a y/R{x) 

;l ^ x b ~ 1 P(x)dx\ , ^ (l„ P(x) dx 



£ <h^e + j; h 



y/Rixj i L - kX ~ 1 x-a h jRfij 

b = 1 .. .g b = 1 . ..g 



+ 4 G ^ + R^h^ 



R (x)H(x), 
geben kann, wo Fj, F 2 , ■■■ , Gj,, Hj, Constanten bedeuten. 
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Nun folgt aus der Gleichung (1.) 



™ I 



lxl- 1 P(x a )dx a \ J-P(fl) 



= d 



wo 



2 V Ä (^a) ) l yfW) 
- m M { u lr ...) 



< m{ui,u 1 ,...,u Q ) 



L , ..., den Coefficienten von a in derjenigen Entwicklung 

der eingeklammerten Größe, welche für sehr große Werthe von a gilt, bezeich- 
net. Aus den Formeln (2, 6) ersieht man, daß dieser Coefficient (indem 

N(a,u lf ...) yfW) 



M(a,u lr ...) ' P(a) 



- wird für a - oo, und 



man daher für alle Werthe von a, die ihrem absoluten Betrage nach eine gewisse 
Gränze übersteigen, 

P(a) l M{a, Mi, ... ) P(a) - N(a, u lf ...) ^/R(ä) \ 

2 ^R(a) W(a, u lf . . . ) P(a) + N(a, u v ...) ^R(a) ' 

= I 1 ( N{a,u lf ...) \ 2m+1 (Q(a)\ m \ 

m = . . . oo 
hat, so wie auch (nach (2.)] 

m = ... co 
und die in Beziehung auf a rationalen Functionen 

( N(a,u 1 ,...) f tt+1 (Q(a)\ m / uj_ \ 

\M(a r u lr ...)J \P(a)l ' Vl\i' l 2m+3 ' 

wenn man sie nach fallenden Potenzen von a entwickelt, beide mit einem Gliede 
anfangen, welches mit a~ m ~ l multiplicirt ist) eine eindeutige ungerade Function 
von u\, «2/ •••/ Uq ist, welche für alle Werthe dieser Größen, die ihrem absoluten 
Betrage nach beliebig festgesetzte Grämen nicht überschreiten, als Quotient zweier, 
nach ganzen positiven Potenzen derselben entwickelbare Reihen dargestellt werden 
kann. 
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Berücksichtigt man ferner, daß 

£ (f(xa)y[R(xäj) = ~Yj fixaMxa), 



wenn f{x) eine beliebige rationale Function von x ist, rational durch die Co- 
efficienten von (p(x) und i/>(x) dargestellt werden kann; so ergiebt sich, wenn 
man 



(19.) 



setzt, aus (17.) 



^I( M1 ,-) 



= m( b \u 1 ,u 2 ,...,u Q ) 



(20.) I V p ° = Fj 5II(M!, m 2 / • • • / "^; «) + F 2 3II(mi , «2/ . . . , k^; a) + ■ ■ • 

+ 2j (G b «I^(Mi, M 2 , . . . , Mß) + H b M b ) 

+ g(al(tt 1 ,...) a , al(M X , . . . ) a ) , 

wo 5 eine rationale Function von al(wi, . . . )\, al(wi, . . . )\ u. s. w. bedeutet. Man 
sieht also, daß in der That, wie oben bemerkt worden, eine jede Abel'sche Integral- 
Function auf die mit 5II(m 1 ,M2/ • • • / Ug) bezeichnete, zurückgeführt werden kann. 
Es ist in (§. 4.) bei Herleitung der dortigen Gleichung (8.) die Formel 



<p (x a ) dx a = -2 > t , dw b , 



(p{a h ) y/R(x a ) 

b 

oder 

1 dx a v-" 1 <P( ö b) ^w 



Li Vi 



2 yßtycäj V P/(öb) ( x a-a b )(p f (x a ) 

Pix ) 
gefunden worden. Diese Gleichung werde mit — - — - auf beiden Seiten multi- 

plicirt, so findet sich, wenn man dann in Beziehung auf a summirt, 

y 1 P(x a ) dx a y <p(ß b ) P{x a ) du b 

Li2xa-a' ^Rfa) L p'( flb ) - ( Xa _ a )(x a - a h ) <p'(x a ) ' 



Nun ist aber 



P(x) P(a) sr P(xa) 



(x-a)(p(x) (x-a)(p(a) ^— ' (x a - a)(x a -a a )(p'{x a ) ' 



— 55 
und daher für x - a^ 



I 



P(x a ) P(a) 



'-f {x a -a){x a -a h )(p'{x a ) (a-a b )(p(a) 

Mithin 

y 1 P(xg) dxg _ yi P(a) (p{a b ) du b 

^2x a -a' JR^ä) <P( fl ) ' p/ ( fl b) ' a ~ a b' 

oder auch, wenn man jetzt auf der rechten Seite a statt b schreibt, 



< 21 -> E? 



1 P(x a ) dx a _ y P(a) cp(a a ) d«a 



2 *a - fl ^/R(x a ) ^ <p( fl ) p/ ( fl o) fl - a a 



E- 



i2 



Q(flg) al (!*!,...)(! ring 



-ES 



Q(fl a ) al 2 (M!,...)a 



P '(a a ) fl-fl a J 

Hieraus folgt 

-Q(«b) i2/ x 

(22 ) ^(«l/^-../«?) V^) P(fl b ) ^ ' ' ' '* 



du h (a-a b )P(a) 1 _y(QM al 2 (ni,...) a j' 

2-i\pf(a a )' a-a a J 

Ferner ersieht man aus der Gleichung (21.), daß die partiellen Differential- 
Coefficienten von WP~'(u\, . . . ), WS '{u\, . . . ) u. s. w. rationale und ganze Func- 
tionen von al(Mi, . . . )l/ al(tti, . . . )ir ■ ■ ■ , cd(u\, ...)g sind. Namentlich hat man 



d%i l \ui,U2,...,u g ) Q(a a ) , 

= a 1 ' 

<9w a P'{a a ) 



(23.) ^ = „„ - al (ui,U2,...,u g ) a , 



so daß man die Gleichung (III.) des §. 4, deren Wurzeln die Größen xj, X2, • • • , Xg 
sind, auch folgendermaßen 

2-*\ (x-a a )du a J " 

ausdrücken kann. Auf diese merkwürdige Form der in Rede stehenden Glei- 
chung werde ich später noch zurückkommen. 
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Zweites Kapitel. 

Einige allgemeine Betrachtungen über die Darstellung 

eindeutiger analytischer Functionen durch Reihen; 

Digression über die elliptischen Transcendenten. 

§•7- 

Die im vorhergehenden Kapitel durchgeführten Untersuchungen haben haupt- 
sächlich den Zweck, für die Functionen 

al(u lf ... ) a al(u lr ...) a ß %l(u lf ...; a) %i a \ui, ...), 

durch welche sich, wie gezeigt worden ist, alle Abel 'sehen Transcendenten aus- 
drücken lassen, zu einer völlig bestimmten, auf beliebige Werthe von u\, uj, 
. . . , Ug anwendbare Erklärung zu führen, und die analytische Form derselben 
in so weit festzustellen, als hierfür und zum Behufe der weitern Entwicklungen 
erforderlich ist. Die in §. 4. und §. 6. gegebenen Formeln genügen für diesen 
Zweck zwar vollständig, nicht aber, wenn verlangt wird, die genannten Grö- 
ßen in einer ihrem wahren analytischen Charakter entsprechenden, für alle 
Werthe der Argumente u\, ui, ■ ■ ■ , Uq unverändert dieselbe bleibenden Form 
darzustellen. Diese bleibt vielmehr noch zu ermitteln. 

Der Umstand, daß die unendlichen Reihen, welche in den Formeln (IV, 
XIII, §. 4) und (6, §. 6) vorkommen, für um so größere Werthe von u\, Ui, ■ ■ ■ , Uq 
convergent bleiben, je größer man die Zahl ^ annimmt, begründet die Vermut- 
hung, es werde sich jede derselben, wenn jj. = oo gesetzt wird, in eine für alle 
Werthe der genannten Veränderlichen convergirende Reihe verwandeln, und 
sich auf diese Weise eine Darstellung der in Rede stehenden Functionen in der 
gesuchten Form ergeben. Es dürfte vielleicht möglich sein, durch eine genaue- 
re Untersuchung jener Reihen die Richtigkeit dieser Vermuthung strenge zu 
erweisen; ich gehe jedoch hierauf nicht ein, weil man, wenn es auch gelänge, 
dadurch noch nicht dahin kommen würde, für jede einzelne der beiden Functio- 
nen, als deren Quotient alsdann irgend eine Abel 'sehe Function sich darstellen 
ließe, eine analytische Definition zu gewinnen. Es tritt uns hier vielmehr eine 
Aufgabe entgegen, welche, so viel ich weiß, noch nicht allgemein behandelt 
worden, und doch für die Theorie der Functionen von besonderer Wichtigkeit 
ist. 

Die einfachsten transcendenten Functionen sind solche, welche sich nach 
ganzen positiven Potenzen ihrer Argumente in beständig convergirende Reihen 
entwickeln lassen und somit im Wesentlichen den Charakter der ganzen rationa- 
len Functionen besitzen. Nach ihnen kommen diejenigen, welche aus mehreren 
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dieser Art in rationaler Weise zusammengesetzt und daher als Quotienten aus 
zweien dargestellt werden können. Man kann sie als transcendente Größen 
vom Charakter der gebrochenen rationalen Functionen bezeichnen. 

Oftmals aber ist eine Function in der Art definirt - und so verhält es sich, 
der vorhergehenden Darstellung nach, mit den Abel 'sehen - daß zwar die Mög- 
lichkeit gegeben ist, sobald jedes ihrer Argumente auf einen endlichen, übrigens 
beliebig groß anzunehmenden Bereich beschränkt wird, dieselbe in der Gestalt 
eines Bruches, dessen Zähler und Nenner nach ganzen positiven Potenzen der 
Argumente entwickelte Reihen sind, auszudrücken, während eine stäts gültig 
bleibende Darstellungsform noch unbekannt ist. Angenommen nun, es sei ei- 
ne derartige Function durch eine (algebraische) Differential-Gleichung definirt, 
(oder auch im Vereine mit andern durch mehrere solche), so kann man unter- 
suchen, ob sie vielleicht zu den gebrochenen rationalen, in dem eben erklärten 
Sinne, gehöre. Hierfür aber reichen die gewöhnlichen Entwicklungs-Methoden 
nicht aus. Es handelt sich dann darum, zu entscheiden, ob man, nachdem in 
die gegebene Differential-Gleichung statt der gesuchten Function ein Bruch, 
dessen Zähler und Nenner noch zu bestimmende Größen sind, eingeführt wor- 
den, dieselbe in zwei andere, aus denen sie wieder folgt, so zerfällt werden 
könne, daß die genannten Größen beide den Charakter einer ganzen Function 
erhalten. Dazu kann man in vielen Fällen mit Hülfe eines allgemeinen Satzes 
gelangen, der verdient, bei dieser Gelegenheit entwickelt zu werden. 

Wenn f(u) eine Function von u ist, welche durch eine nur ganze positi- 
ve Potenzen dieser Veränderlichen enthaltende und beständig convergirende 
Reihe dargestellt werden kann, so wird der Differential-Quotient 

d A \QZf{u) 
du* ' 
wo A eine ganze positive Zahl bezeichnet, nur für solche Werthe von u unendlich 
groß, bei denen f(u) verschwindet. Es sei a einer dieser Werthe, so kann man 
setzen 

f(a + Jfc) = gk m + gl k m+1 + • • • , 

wo m eine ganze positive Zahl bedeutet und g nicht Null ist, und hat also 

gl 

log f(a + k) - m log k + log g H k H , 

o 

wo die nicht hingeschriebenen Glieder nur positive ganze Potenzen von k ent- 
halten; woraus folgt 

d log /(#) \ d log k {Glieder mit nur positiven 



du A >u=a+k dk A ganzen Potenzen von k\, 
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welche Reihe convergirt, sobald der absolute Betrag von k kleiner ist als eine 
gewisse Größe, auf deren nähere Bestimmung es nicht ankommt. Dieselbe 
Darstellung gilt aber auch für jeden andern Werth von a; nur ist dann m - 0. 
Dieser Satz läßt sich nun in folgender Weise umkehren. 

Theorem. 

Wenn eine eindeutige Function F(u) der unbeschränkt veränderlichen Größe u die 
Eigenschaft besitzt, daß 

F(a + k), 

wo a irgend einen besondern Werth von u, k aber eine Veränderliche bezeichnet, für 
hinlänglich kleine Werthe der letztern in eine convergirende Reihe von der Form 

d A logk , im 

wo m entweder Null oder eine ganze positive Zahl bedeuten soll, entwickelbar ist; so 
läßt sich eine beständig convergirende Reihe 

f u^ + f 1 u^ +1 + ---+fmu^ +m + --- = f(u), 

in der jj. den zu a = gehörigen Werth von m bezeichnet, dergestalt bestimmen, daß 

d A log /(«) 



du A 



F(u) 



ist. Und zwar erhält man den allgemeinsten Ausdruck von f(u), indem man, unter der 
Voraussetzung, daß für hinlänglich kleine Werthe von u 



<9 A log m m 

F(u) = y. ° + SF m u m 

° u m = ... co 



gefunden sei, die Formel 



s(t — */:'"T" 1 , |+Co+CiH+-+C A -iw / ' 

, { (m + 1 . . . (m + A) J u i A i 



M ^g"l(m + l)...(m + A)F 



in der Cq, C\, ... , C\_\ willkührliche Constanten bezeichnen, nach Potenzen von u 
entwickelt, wenn auch die dabei gebrauchte Reihe 

„ f F m u A+m } 



{(m + l)...(m + A) 
nicht für alle Werthe von u convergirt. 
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Beweis. 
Es seien a\, «2/ ■ ■ ■ , a a unter den Werthen von u, für welche F{u) unendlich groß 
wird, diejenigen, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner als eine beliebig 
angenommene Größe U sind, den Werth Null, wenn er auch zu denselben 
gehört, ausgeschlossen. Es ist leicht zu erweisen, daß es nur eine endliche 
Anzahl solcher Werthe geben kann. Denn sonst müßte sich in dem angegebenen 
Bereiche von u wenigstens ein Werth a finden, in dessen Nähe eine unbegränzte 
Menge derselben vorhanden wäre. Dann aber ließe sich F(a + k), wie klein 
auch k angenommen werde, nicht nach ganzen Potenzen dieser Größe in eine 
convergirende Reihe entwickeln, die, wie doch vorausgesetzt wird, nur eine 
endliche Zahl Glieder mit negativen Potenzen von k enthält. Bezeichnet man 
nun mit m.\, mi, ■ ■ ■ , tn a die zu a\, a^, • • • , a a gehörigen Werthe der Zahl m in 
den Entwicklungen von 



F(ai + k), F(fl2 + k), ..., F(a a + k), 



„m_ «TVi- "-?■■■ (i - if = *<.). 



und setzt 

so hat man nach dem oben Bemerkten 

(d^\ogn(u)\ d^logk 

I = m h {Glieder mit ganzen positiven Potenzen von k), 

V du A > u =a+k dk A 

wo m - \i,m\, m-2, ■ ■ ■ , mo ist für a = 0, a\, ai, • • • , a a , und Null für jeden andern 
Werth von a. Setzt man daher 

d A logn(u) 

m — ^ = FlW ' 

so ist Fi (a + k) bei jedem Werthe von a, dessen absoluter Betrag kleiner als U 
ist, in eine nur ganze positive Potenzen von k enthaltende Reihe entwickelbar. 
Daraus folgt, daß Fi(m), so lange der absolute Betrag von u unterhalb der 
genannten Gränze bleibt, stäts einen endlichen Werth hat und sich continuirlich 

mit u ändert. Dasselbe gilt von — ^-— (so wie von den höhern Differential- 

° du 

Coefficienten dieser Function). Nach einem Cawc/it/'schen Satze läßt sich daher 
Fi(u) für alle jene Werthe von u durch eine convergirende Reihe 

SG a u m 
m = . . .00 
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darstellen. Wird daher 



^ i u i! 



1) ■ ■ ■ (m + A) 



fl(u) = n(u)e l (' n + 

gesetzt, so ist f\ (u) in eine, jedenfalls für dieselben Werthe von u convergirende 
Reihe von der Form 

/l(«) = ^ + S/ m « A+m 

TTt = . . . OO 

entwickelbar/) und man hat 

3 A log/l(») ^lQgTl(H) _ , , _, , 
-^^ = ^^ +FliU}=F{ " ) - 

Nun kann man aber, wenn u dem absoluten Betrage nach kleiner als jede der 
Größen a\, a^, • • • , a a ist, F(u) durch eine convergirende Reihe 

d A logM m 

H - f +SF m u m 

ausdrücken, wo [i Null oder eine ganze positive Zahl ist. Nimmt man daher für 
f(u) die aus der Entwicklung des Ausdrucks 

,/ s( 7 — !'''"T' 1 J +C +Cim+-+C a _ 1 m a - 1 

M Mg l(m + l)---(m + A)J u i Ai 

hervorgehende Reihe, so convergirt dieselbe sicher bei den eben genannten 
Werthen von u, und man hat für dieselben 

<? A log/W ., . 
-^^ = T{U) ' 

und mithin auch 

d A \o Z f{u) _ d A \o%f l {u) 

du A du A 

woraus durch Integration 

io g /(«) - log/iC«) + cj + c; M + • • • + c^_ 1 « A - 1 / 

/(«) - /i(«) . e C +C 'l M+ - + C A-l MÄ " 1 



*) S. die Sätze des §. 7. der Abhandlung über die Facultäten. 
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folgt, wo C' C' ... , C'_ 1 gleich Cq, C\, ... , C\_\ Constanten sind, und aus 
den für f(u) und f\ (u) aufgestellten Ausdrücken sofort erhellt, daß man, wenn 

'tz(m) 



(n(u)\ 2 



ist, 

C f Q + C[u + --- + C\_ x u x ~ x = C + C 1 u + --- + C A _iu K ~ l -c x u c X -\u X ~ x 

hat. Der Exponential-Factor in dem vorstehenden Ausdrucke von f(u) läßt sich 
aber nach Potenzen von u in eine beständig convergirende Reihe entwickeln; 
folglich muß auch das Product aus derselben und der Reihe für fi(u), das heißt 
die mit f(u) bezeichnete Reihe convergiren, sobald der absolute Werth von u 
kleiner als U ist. Aber U kann beliebig groß angenommen werden, während 
die Coefficienten von f(u) stäts dieselben bleiben, welchen Werth auch U haben 
möge. Mithin muß die Reihe für f(u) eine beständig convergirende sein, wenn 
auch die bei der Bildung ihrer Coefficienten gebrauchte 

„ f F m u A+m } 



(m + 1) . . . (m + A) 



es nicht ist. 

Zugleich sieht man aus der vorhergehenden Darstellung, daß die auf- 
gestellte Formel den allgemeinsten Ausdruck der Function f(u) liefert. Denn 
gesetzt, es sei fo(u) irgend eine andere, welche auch der Differential-Gleichung 

<? A log/ (M) 

genügt, so muß, wie gezeigt, 

f (u) = f(u)e*M 

sein, wo x{u) eine ganze Function (A - l)ten Grades bedeutet, wonach fo(u) in 
dem für f(u) gegebenen Ausdrucke mit einbegriffen ist. 

Anmerkung. Hätte die Function F(u) nicht für alle Werthe von u, 
sondern nur für alle dem absoluten Betrage nach unterhalb einer gewissen 
Gränze liegenden, die angegebenen Eigenschaften; so folgt aus dem vorstehen- 
den Beweise, daß die auf die angezeigte Weise gebildete Reihe f(u) jedenfalls für 
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die bezeichneten Werthe von u convergent sein und der Differential-Gleichung 

d A f(u) .. .. 

A = F(m) genügen wurde. 

Der bewiesene Satz kann nun, wenn zwischen zwei veränderlichen Grö- 
ßen x und u eine algebraische Differential-Gleichung besteht, dazu gebraucht 
werden, um zu entscheiden, ob sich wirklich x als eine Function von u, die 
den Charakter einer ganzen oder gebrochenen rationalen hat, betrachten las- 
se, und um, wenn das Letztere der Fall ist, zur Bestimmung des Zählers und 
des Nenners zwei Differential-Gleichungen zu ermitteln. Denn immer wird sich 
aus der gegebenen Differential-Gleichung für irgend einen Aten Differential- 
Coefficienten von log x ein Ausdruck von der Form 

(9 A logx _/ dx d A ~ l : 



— p\ 11 % 

du A \ ' du '"' <9m A-1 

dx 

herleiten lassen, wo F eine rationale Function von x, — u. s. w. bezeichnen soll, 

du 

deren Coefficienten Constanten oder eindeutige analytische Functionen von u 
sind. Wenn nun x in der Gestalt 

wo unter f\{u), / 2 (m) zwei nach ganzen positiven Potenzen von u in beständig 
convergirende Reihen entwickelbare Functionen zu verstehen sind, darstellbar 
sein soll, so muß, indem dann 

d A logx _ d A log/i(«) d A log/ 2 («) 
du A du A du A 

ist, F sich auf die Form F^ - F 2 in der Art bringen lassen, daß F^, F 2 Func- 
tionen von der in dem aufgestellten Satze beschriebenen Art sind. Gelingt es 
nun, F in dieser Weise umzuformen, wo denn im Allgemeinen Fi, F 2 Func- 

dx <9 A_1 x 

tionen von u, x, — , . . . , - , - sein werden, und der Nachweis, daß sie die in 

ou öu A ~ l 

Rede stehende Beschaffenheit haben, mit Hülfe dessen, was hinsichtlich des 

zwischen x und u bestehenden Abhängigkeits- Verhältnisses aus der gegebenen 

Differential-Gleichung folgt, oder sonst bekannt ist, geliefert werden muß; so 

kann man 

d A \o%fi{u) =t d A \o%f 2 {u) =t 

du A V du A 2 

setzen, und dann, indem man für x diejenige Entwicklung nach Potenzen von 
u sucht, welche für hinlänglich kleine Werthe von u gilt, und hierauf die ent- 
sprechenden Entwicklungen von Fj, F 2 ausführt, die Reihen für fi(u), / 2 (m) 
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in der beschriebenen Weise bilden - oder man kann auch, in Fi . F? -r— statt 

fi(u) 

x einführend, aus den so sich ergebenden Gleichungen die Coefficienten der 
gesuchten Reihen, deren Form und beständige Convergenz ja bereits vor ihrer 
Entwicklung feststeht, nach irgend einer passenden Methode ableiten; worauf 

man bei gehöriger Constanten-Bestimmune x - v— - haben wird. 

f 2 (u) 

Wenn man im Stande ist, von der Größe x vor ihrer Entwicklung nach- 
zuweisen, daß sie eine eindeutige Function von u ist, welche sich für alle in der 
Nähe eines beliebigen besondern Werthes a liegenden Werthe dieses Arguments 
durch eine convergirende Reihe von der Form 

A (u - äf +A 1 (u- ay +1 +A 2 (u- a)^ +1 + ■ ■ ■ , 

wo y. eine ganze (positive oder negative) Zahl bedeutet, ausdrücken läßt; so 
genügt es, F als die Differenz zweier andern ähnlich gebildeten Ausdrücke Fj, 
¥2 darzustellen, von denen sich zeigen läßt, daß der erste nur für solche Werthe 
von x unendlich groß werde, bei denen x - 0, der andere nur für diejenigen, bei 
denen x = 00 wird - und man kann überzeugt sein, daß die aus den Gleichungen 

a A iog/i(iO _ r d A \o S f 2 (u) _ r 

du A l du A 2 

auf die beschriebene Weise für j\ (u), f2(u) sich ergebenden Reihen beständig convergent 
sein werden. 

Denn bei der angenommenen Beschaffenheit von x hat man für jeden 
Werth von a 

d log x \ d log k {Glieder mit nur ganzen 

= ±m : h 



du A 'u=a+k dk A positiven Potenzen von k) 

-Fi{a + k)-F 2 {a + k), 

wo m eine ganze positive Zahl ist, wenn für u - a, x = oder = 00 wird, und 

das obere Zeichen im ersten, das untere im andern Falle gilt, während man 

m - für jeden andern Werth von a hat. Ferner geben F^, F2, wenn man in 

denselben u - a + k setzt und nach Potenzen von k entwickelt, Reihen mit nur 

ganzen Potenzen von k, wobei jedoch, da F^ und Fj für keinen Werth von u 

beide unendlich groß werden, niemals in beiden zugleich negative Potenzen 

von k vorkommen können. Daher folgt aus der vorstehenden Gleichung, wenn 

Fi(a) — 00 ist, (indem man mit (k) eine Reihe von der Form Hq + h\ k + h 2 k H 

andeutet) 

d A \oek 
F 1 (a + k) = m—^ + (k), F 2 (a + k) = (k); 
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und wenn F2(fl) - oo, 

<9 A logfc 
F 2 (a + *) = m-^f- + (*), F 1 (k) = (k), 

während man für jeden andern Werth von a 

F 1 (a + k) = (k), F 2 (a + k) = (k) 

hat. Es besitzen also Fi (u), F2(u) die bei dem entwickelten Satze für die Function 
F(u) vorausgesetzte Beschaffenheit. 

Wenn sich nur nachweisen ließe, daß man x für alle Werthe von u, die 
dem absoluten Betrage nach unterhalb einer gewissen Gränze liegen, als eine 
Function dieser Veränderlichen von der angegebenen Beschaffenheit anzusehen 
habe; so würde man, in der beschriebenen Weise verfahrend, zu einer jedenfalls 
für alle jene Werthe von u geltenden Darstellung von x gelangen. 

Sind für mehrere Functionen x\, x 2 , ■ ■ ■ von u eben so viele algebraische 
Differential-Gleichungen gegeben, so kann man bei deren Entwicklung in ganz 
ähnlicher Weise verfahren. Auch ist es möglich, in dem Falle, wo es sich um 
Functionen von mehr als einem Argumente handelt, die Untersuchung auf den 
hier betrachteten zurückzuführen, wie dies an dem Beispiel der Abel'schen 
Functionen wird gezeigt werden. Ich halte es jedoch für zweckmäßig, zuvor 
die Fruchtbarkeit des im Vorhergehenden entwickelten Princips für die Dar- 
stellung der eindeutigen Functionen in seiner Anwendung auf die elliptischen 
Transcendenten klar zu machen. 

§•8. 

Zur Theorie der elliptischen Functionen. 

Die in (§. 1 - 4.) behandelten Differential-Gleichungen reduciren sich für g = 1 
auf eine einzige, und zwar, wenn man in diesem Falle u, x statt U\,X\ schreibt, 
und 

«3 — ü\ 
nimmt, so daß man 

n v „, v (x-a 1 )(x-a 2 )(x-fl 3 ) (x - a 2 )(x - a 3 ) 
(1.) R(x) = , P(x) =x-a v Q(x) 

hat, auf die folgende 

1 dx 
(2.) du = - 



2 



y/W) 
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Nach den Schlußformeln des §. 4. kann man, bei der Annahme, daß x = a\ 
werde für u — 0, die erstere Größe in der Form 



(3.) 



x = a\ + ( a 2 ~ a i) al (m)i 



ausdrücken, wo al(u)i eine eindeutige Function des unbeschränkt veränderli- 
chen Arguments u bezeichnet, wobei dann 



(4.) 



/ <9al(w)i 

yR(x) - (fl2 _ a \) al(w)i — ^ 

OU 



zu nehmen ist, und man ferner 
(5.) 



7 1 7 

ü2 - x - («2 _ Q-i) al (u)2, a$ — x = \a$ — a-y) al \u)^, 



al z (w) 2 = 1 - al z (M)!, 



al>) 3 = 1 - 



^*al 2 ( M )i 

«3 — d\ 



hat, wo al(w)2, al(w)3 Functionen derselben Art wie al(tt)i sind. Für hinlänglich 
kleine Werthe von u haben &\(u)i, al(w)2, al(w)3 die Form 



(6.) 



al(M)j = u + fi u 3 +/ 2 h 5 +•••+ fm u 2m 1 + 
al(«) 2 = 1 + gi u 2 + g 2 m 4 + • • • + gm w 2m + • • 
al(tt) 3 = 1 + \i\ u 2 + h 2 m 4 + • • • + h m u 2m + ■ • 



wo die Coefficienten der unendlichen Reihen rational aus a\, a 2 , «3 (welche 
Größen beliebige complexe Werthe haben können) zusammengesetzt werden. 
Und wenn man für den absoluten Betrag von u irgend eine beliebig anzuneh- 
mende Gränze, die er nicht überschreiten soll, festsetzt, so kann man al(w)i, 
al(tt)2, al(tt)3 in der Form 



(7.) 



2m- 1 



al(w)i 



M + F 1 M J + ---+F m M Zm " i +• 



al(w) 2 = 



al(tt) 3 = 



1 + E 1 u 2 + - 


■■ + E m u 2m + --- 


l + G 1 u 2 + -- 


■ + G m u 2m + --- 


1 + E 1 u 2 + -- 


■ + E m u 2m + --- 


1 + H x u 2 + ■ ■ 


■ + H m u 2m + ■ ■ ■ 



1 + E 1 u 2 + --- + E m u 2m + 
ausdrücken, wo die unendlichen Reihen 



u + F 1 u ö + 



1 + G x u l + ■ 



1 + H x u l + ■ ■ 



1 + Ei u L + 
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deren Coefficienten gleichfalls rational aus a.\, ü2, #3 zusammengesetzt werden, 
für alle Werthe von u innerhalb des auf die angegebene Weise begränzten 
Bereiches convergiren. 

Dieses vorausgesetzt werde die Gleichung (2.) auf die Form 

dx\ z 



(8.) 








\du) 


= 4R(*) 


gebracht, so 


■ folgt 










(9.) 








d 2 x _ 
du 2 


2R'{x), 


(10.) 




(x-ai) 
2(x- 


d 2 x- 
■atf 


- dxdx 
du 2 


_ R'{x) 

x - a\ 


Aber 













2R(x) 



R'(x) _R , (a 1 ) _ o/// _ x | ,„ 



x — a.\ x — a\ 



+ R"{a l ) + ±R'"{ai){x-a l ) 



— — = R [ai)-~R (ai)(x-ai), 

{x-ai) 2 x-a 1 ö 

und daher, indem R f "{a\) ist, 

«3 — a\ 

1 d 2 \og(x-a 1 ) _ x-a 1 _ R'fa) 

2 du 2 «3 - d\ x- ai 

Nimmt man a^ a^ statt a\, so erhält man ebenso 

ld 2 log(x-«2) x-a-i R'ia-i) x-a\ R'ifii) ß2 _fl i 



(12.) 
(13.) 



2 du 2 a^ — a\ x — #2 #3 — #i x — ai ci^— a\ 

1 d 2 log(x - fl 3 ) x - a 3 R'(«3) x - «! JR'(fl3) 



2 ^2 a ^ — a ^ x — «3 a^ — ai x — #3 

Führt man nun in diese Gleichungen al(w)i, al(w)2, al(w)3 ein, und setzt 

(14.) ^Z«l = ^ ^3 Z «2 =1 _ /t 2 / 

Ö3 — flj 03 — U\ 
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so finden sich, indem 

R (ai) = a-i - a\, R (a 2 ) -( a 2 ~ fl l)(l _ fc )/ 

«3 — «2. 
R'(fl3) = ( fl 3 - fl 2) ^ («3 - fl l)(l - fc2 ) 
ist, die folgenden 

d 2 logal(tt)i 79 1 1 / o o \ 

(15.) f^A = k 2 al 2 ( M )i - -2—- = -j— - -fc 2 al 2 («h , 

^m 2 al 2 («)i al 2 («)i 

d 2 loeal(tt)? 99 1-A: 2 9 al 2 (ttta / 9 9 \ 

(16.) fA^ = fc 2 al 2 ( M )i - -2—- - k 2 = -AA- - (-k 2 al 2 ( M ) a , 

du 1 ar(«) 2 ar(t*) 2 

d 2 logal(M) 3 2 2 l-/c 2 /c 2 al 2 ( M ) 2 / 2 ,2/ * \ 

(17.) — k al (m)i + -y— - 1 -y— (-k al («hj. 

du 1 ar(w) 3 ar(«) 3 

Indem nun 

1 2 

00 wird nur für solche Werthe von u, die al (u)i = machen, 



al 2 («)i 
und 

-fc al (m)i = 00---- - - m, die al (m)i = 00 - , 

so kann man, nach dem im vorhergehenden §. bewiesenen Lehrsatze, zwei 
Functionen %\{u), 5II(m)i, die sich nach ganzen positiven Potenzen von u in beständig 
convergirende Reihen entwickeln lassen, bestimmen, welche die Gleichungen 

d 2 log2II(tt) 9 7 

(18.) ^ 2 -^ = -fc 2 al 2 (u) 1 

d 2 log2lI(w)i 1 

(19.) 2*__ü - --, 

du 1 al / (w) 1 

befriedigen. Ebenso giebt es, weil 

—k al (m)i = fc (al (w) 2 - l) = 00 wird nur für solche Werthe von u, 

für die al (m) 2 - 00 ist, 

1 -Je 2 9 

- /c - 00 wird nur für solche Werthe von u, 



al» 2 



für die al (m) 2 - ist, 
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und 



7 7 7 

—k al (m)i = al (m) 3 - 1 = oo wird nur für solche Werthe von u, 



1-k 2 

al 2 (M) 3 



für die al (m)3 - oo ist, 
- 1 = oo wird nur für solche Werthe von u, 



für die al (m) 3 - ist, 



noch zwei Functionen A1(m) 2 , A1(m) 3 von derselben Art wie A1(m), AI {u)\, welche 
den Gleichungen 



(20.) 
(21.) 



<i 2 logAl(M) 2 ^ 1-k 2 

du 2 

d 2 logAl( M ) 3 



du 2 



al 2 ( M ) 2 

1-k 2 
al 2 ( M ) 3 



k 2 = 



-1 =- 



al 2 («) 3 

al 2 ( M ) 2 

fc 2 al 2 (w) 2 
al 2 (M) 3 



genügen. Um dieselben darzustellen hat man die Functionen auf der rechten 
Seite dieser 4 Differential-Gleichungen nach Potenzen von u in Reihen zu ent- 
wickeln, die bei hinlänglich kleinen Werthen von u convergiren, wodurch man, 
nach den Formeln (6.), 



(22.) 



-fc 2 al 2 (w)i = SP mM 2m+2 , 



al 2 («)i 



-- 2 +SP' m u 2m , 
u A 



1-k 2 
al 2 ( M ) 2 



k 2 = S P> 2m , 
m = 0.. .oo 



1-k 2 
al 2 ( M ) 3 



i = sp;'« 2m 



erhält; und kann dann für A1(m), A\(u)i, A1(m) 2 , A1(m) 3 die aus der Entwicklung 
der Ausdrücke 



(23.) 



c s f p,,,« 2 '^ 4 i s f p; n « 2m+2 

g l (2m + 3)(2m + 4) I M g 1 (2m + l)(2m + 2) 

s( p> 2iii+2 } gf p, , ::» 2 " i+2 i 

ß l (2m + l)(2m + 2) I ß l (2m + l)(2m + 2) I 
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hervorgehenden Reihen nehmen. Dann ist 

' d 2 log al(«)i _ d 2 log Al(«)i d 2 log Al(«) 
du 2 du 2 du 2 

d 2 \oga\(u) 2 d 2 \ogA\(u) 2 d 2 \ogA\(u) 



(24.) 



du 2 du 2 du 2 

d 2 \oga\(u) 3 d 2 \ogA\(u) 3 d 2 \ogA\(u) 



du 2 du 2 du 2 

aus welchen Gleichungen man, mit Berücksichtigung des Umstandes, daß in 
den Entwicklungen von 

Al(w)! Al(«) 2 Al(«) 2 

A1(m) ' Al(«) ' Al(«) 

nach Potenzen von u die Coefficienten von u und m dieselben sein müssen 
wie in den Reihen (6) für al(tt)i, al(w) 2 , al(tt)3, 



(25.) 



al(«)i 



Al(«)i 



al(w) 2 



Al(i*) 2 



al(M) 3 



Al(«) 3 



Al(w) v '* Al(«) J Al(«) 

erhält. Man sieht also, daß man für al(u)i, al(u) 2 , al(tt)3, sobald nur feststeht, daß 
sie eindeutige analytische Functionen von u, in dem oben angegebenen Sinne, sind, 
unmittelbar aus den Differential-Gleichungen, durch welche sie definirt werden, zu 
Darstellungen gelangen kann, die für alle Werthe von u ihre Gültigkeit behalten. 

Führt man die gefundenen Ausdrücke von a\(u)i, al(w) 2 , al(w)3 in die 
Gleichungen (18 - 21) ein, so verwandeln sich dieselben in die folgenden: 



(26.) 



Al(«) 

Al(u)i 

Al(u) 2 



d 2 A1(h) 



dM(u) dM(u) +k 2 M 2 {uh=0 



+ AT(u) = 



du 2 


du 


du 


d 2 Al(«)i 


dAl(«)i 


dAl(«)! 


du 2 


du 


dw 


d 2 Al(«) 2 


dA\(u) 2 


dAl(w) 2 


du 2 


du 


du 


d 2 Al(u) 3 


dM(u) 3 


dAl(u) 3 



+ A1 2 (h) 3 = 



AMuh -^ ~ '-^r ■ ~^r + k2 Al2( " fc ■ °< 

wobei zu bemerken ist, daß in Folge der Relationen (5.) 

(27.) A1 2 (m) 2 - A1 2 (m) - A1 2 (m)!, A1 2 (m) 3 - A1 2 (m) - k 2 Al 2 (M) a 
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ist. Berücksichtigt man nun, daß die Reihen für A1(m) u. s. w. nach den For- 
meln (23.) die Gestalt 



(28.) 



' A1(h) - 1 + A 2 m 4 + • • • + A m u zm + 



2m+l 



Al(«)i = u + B x u° +■■■ + ß m M zril+1 + 



2m 



Al(w) 2 - 1 + C x u A +■■■ + C m u Am + 



2m 



{ Al(«) 3 - 1 + D^ + • • • + D m H zm + 



haben, so ist ersichtlich, daß die Gleichungen (26.) zur Bestimmung der Coeffi- 
cienten dieser Reihen hinreichen, und daß dieselben ganze Functionen von k 
mit rationalen Zahl-Coefficienten sind. 

Aus den Gleichungen (1 - 5) folgt noch, wenn man 



setzt, 

(29.) 

und 



y «2 — a l 



ü(«) 2 - Vi - 4 2 , al(«) 3 - Vi - fc 2 4 2 



(30.) 



du 


a H»;2 al W3 


d a\(u)2 

du 


- al(«)i al(«) 3 


d al(w) 3 
du 


-/c 2 al(tt)i al(«) 2 


du - 


dE, 



Es sind also 

die von Jacobi mit 



y/l^ey/l-kH 2 
al(«)i al(w) 2 al(«) 3 



sin am m cos am m A am m, 
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und von Gudermann mit 

sn u cnu dn u 

bezeichneten elliptischen Functionen. Nach der vorstehenden Darstellung ist 
man im Stande, nicht nur gleich im Eingange der Theorie von denselben eine 
allgemeine, gleichmäßig auf alle reellen und imaginären Werthe des Argu- 
ments wie des Moduls sich erstreckende Definition zu geben, sondern sie auch 
sofort wirklich zu entwickeln, und zwar in einer stäts gültig bleibenden und 
den wahren analytischen Charakter dieser Größen klar hervortreten lassenden 
Form. Dadurch ist aber für die weitere Theorie derselben eine sichere Grund- 
lage gewonnen, und namentlich die Schwierigkeit beseitigt, welche bei dem 
gewöhnlichen Verfahren, wenn man sin am u vermittelst der Gleichung 



-I 



sm am u 



d^ 



yfl^ey/l-k 2 e 



definirt, aus der Vieldeutigkeit eines Integrals von dieser Form entspringt. Nach- 
dem nämlich sin am u als eine eindeutige Function von« erkannt ist, hält es nicht 
schwer, den richtigen Sinn, in welchem die vorstehende Gleichung aufzufas- 
sen ist, festzustellen. Hierauf gehe ich aber hier nicht näher ein, indem dieser 
Gegenstand weiter unten für die Abel'schen Functionen überhaupt zur Spra- 
che kommen muß. Dagegen möge schon jetzt erwähnt werden, daß von den 
Functionen Al(w) u. s. w. aus ein directer Weg zu den/acofri'schen Functionen 
führt, sowie überhaupt zu allen Darstellungen der elliptischen Transcendenten, 
die auf deren periodischem Verhalten beruhen. 

Bei den Entwicklungen dieses §. habe ich, mit Rücksicht darauf, daß 
sie vorbereitend für die folgenden sein sollen, die für die Abel'schen Func- 
tionen überhaupt gewonnenen und aus dem Abel'schen Theoreme hervorge- 
henden Ergebnisse der bisherigen Untersuchungen vorausgesetzt. Es beruht 
aber die Anwendbarkeit des im vorhergehenden §. begründeten Entwicklungs- 
Verfahrens auf die Differential-Gleichung 

, 1 dx 
du= - 

wesentlich nur darauf, daß vorher Zweierlei festgestellt sein muß. Zunächst ist 
zu zeigen, daß sich für hinlänglich kleine Werthe von u 

Vx-a\ I U2~x I 03 -x 

a.2 — d\ \ fl 2 — a \ V a 3 ~ a l 
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in Reihen von der unter (6.) aufgestellten Gestalt entwickeln lassen, und dann 
muß die Möglichkeit nachgewiesen werden, Ausdrücke von der Form 

p q r 

f / 

s s s 

in denen p, q, r, s ähnlich gestaltete, für alle Werthe von u, die ihrem absolu- 
ten Betrage nach eine willkührlich angenommene Gränze nicht übersteigen, 
convergirende Reihen sein sollen, in der Art zu bestimmen, daß sie nach Po- 
tenzen von u entwickelt in jene drei Reihen übergehen. Denn dies reicht hin, 
um die Existenz eindeutiger analytischer Functionen al(tt)i, al(w)2, al(w)3, durch 
welche x und yR(~x) in der durch die Formeln (3, 4, 5) angegebenen Weise aus- 
gedrückt werden können, zu erweisen. Beides läßt sich nun in der That durch bloße 
Betrachtung der aufgestellten Differential-Gleichung in aller Strenge bewerkstelligen; 
und man kann daher, unmittelbar von dieser Gleichung aus, ohne irgend eine ande- 
re Eigenschaft der elliptischen Functionen als bekannt vorauszusetzen, und bloß mit 
Hülfe allgemeiner Entwicklungs-Principien, zu der hier gegebenen Darstellung dieser 
Transcendenten gelangen. Ich kann jedoch dieses, wie es mir scheint, wichtige 
Ergebniß hier nicht näher begründen, gedenke aber später darauf zurückzu- 
kommen, wenn es mir, was bisher noch nicht vollständig der Fall war, gelingen 
sollte, für die Abel 'sehen Functionen aller Ordnungen ein ähnliches Resultat zu 
erhalten. Es möge aber, da man bei den elliptischen Functionen so mancherlei 
Methoden versucht hat, erlaubt sein, bei dieser Gelegenheit noch ein anderes 
Verfahren anzudeuten, welches ich in einer bereits im Jahre 1840 verfaßten 
Prüfungsarbeit zur Entwicklung derselben angewandt habe, und das mir so 
einfach und elementar zu sein scheint, als man nur wünschen kann. 

§•9. 
Fortsetzung. 
Ausgehend von den Differential-Gleichungen 



n\ d£ dn dC , 2r 

du du du 



welche, wenn man noch hinzufügt, daß für u - 0, 4-0, rj = 1, C-l sein sollen, 
zu den folgenden 

(2.) du= ** , vT^ = r], Vi - kH 1 = C 

Vi - 4 2 Vi - kH 2 
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führen, kann man £, ^, C zunächst in der Form gewöhnlicher Potenzreihen 
(3.) 4 = u + fiu 3 + ■ ■ ■ , r? = 1 + g lU 2 + ■ ■ ■ , C = 1 + h lU 2 + • • • (S. Gl. 6 d. v. §.) 

entwickeln, deren Coefficienten ganze Functionen von k sind. Es ist leicht 
nachzuweisen, daß dieselben für alle Werthe von u, deren absoluter Betrag 
unter einer gewissen Größe U, deren genauere Kenntniß nicht erforderlich 
ist, bleibt, unbedingt convergiren. Beschränkt man nun u zunächst auf diese 
Werthe, so stellen die Reihen eindeutige Functionen von u dar, die jetzt nach 
Gudermann mit 

sn u cn u dn u 

bezeichnet werden mögen. 

Nun hat man die Formeln herzuleiten, vermittelst welcher, wenn 

U - V + w 



ist, 

sn«, cn«, dn m durch snt?, cav, dnz?, snw, cnw, dnw 

ausgedrückt werden können, nämlich 

sn v cnw dn w + cn v dn v snw 
snw 



(4.) 



< cnw 



dnw - 



1 - k 2 sn 2 v sn 2 w 

cn z? cn w - sn v dn v snw dnw 

1 - k 2 sn 2 v sn 2 w 



dn v dnw — k 



snz? cnz? snw cnw 



k 2 sn 2 v sn 2 w 



wobei vorläufig u, v, w alle drei dem absoluten Betrage nach kleiner als U 
vorauszusetzen sind. Aus denselben übersieht man sofort, auch ohne die Rech- 
nung auszuführen, daß man, wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet, sn u, 

cn u, dn u rational durch sn( — ), cn( — ), dn( — ) ausdrücken kann, in der Form 



(5.) 



P Q , R 

snu - — cnu = — dn m - — , 

s s s 



wo P, Q, R, S ganze Functionen von sn( — ), cn( — ) und dn( — ) bedeuten. Man 

° \ffl/ Vi«/ \m> 

kann ferner leicht nachweisen, daß S und auch P , Q , R ganze Functionen 
von sn ( — ) sind, und daß sie, als solche betrachtet, keinen gemeinschaftlichen 
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Factor haben. (S. Abel, Precis etc. §. 4, und Gudermann, Theor. d, Modular-E 
§. 149.) Aus den Gleichungen 



(6.) 



dsnu . dcnu . ddnu l2 

— ; — - cn u dn u, — : — - - sn u dn m, — : — = -k snucnw 

du du du 

7 7 7 7 7 

sn u + cn u - 1, /c sn m + dn u - 1 



d 2 log sn u 

leitet man sodann die Ausdrücke für - u. s. w. ab (s. Gl. 15, 16, 17 d. v. 

du 2 
§.), und führt in dieselben P, Q, R, S ein, wodurch man 

d 2 logP S 2 _ d 2 k)gQ ß2 ^ ^2 logR fc 2g2 ^ ^2 logS k 2 p 2 
(7 ' } d« 2 + P 2 ~ d« 2 + Q 2 " d« 2 + "r 2 " " du 2 + "s 2 " 

erhält. Setzt man 

d 2 logP P 1 d 2 logQ Q l d 2 logR R 1 d 2 logS S 1 
du 2 = P 2 ' du 2 = Q 2 ' dw 2 = R 2 ' dw 2 = S 2 ' 



so ist zunächst Sj eine ganze Function von sn (— j, indem S, 



,<isn 2 (*) 



2 



^, \ du2 j> 

d2sn2 

- , solche sind, und dann zeigen die vorstehenden Gleichungen (7.), 

du 2 

d 2 \ogP d 2 \ogQ d 2 \ogR 
daß - — , - — , - — rationale, und daher P l7 Q lr Ri ganze Functio- 

du z du 1 du 1 

nen von sn ( — ) sind. Die Gleichungen 

P\ + S 2 Qi + R 2 _ Ri + k 2 Q 2 _ Si + /c 2 P 2 
"~ P 2- ~ _ Q 2- " R 2 " S 2 

lehren dann, indem P , Q , JR , S keinen gemeinschaftlichen Factor haben, 

daß in diesen Ausdrücken die Zähler durch die Nenner theilbar sind, und der 

Quotient eine ganze Function von sn ( — 1 ist. Die Kenntniß des letztern ist 

nicht unumgänglich erforderlich; man findet aber, wenn man den Grad von 

P und von S bestimmt und dann von den Entwicklungen der Ausdrücke 

ld 2 logP 2 S 2 l<i 2 logS 2 k 2 P 2 

- 1 — -, - 1 — nach steigenden und fallenden Potenzen 

2 du 2 P 2 2 du 2 S 2 
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von sn ( — ) bloß die Anfangsglieder mit einander vergleicht, daß derselbe 
k sn ( — ) ist. Man hat daher 



' d 2 \ogP 1 



(8.) 



sn 2 n 



du 2 

d 2 log Q dn 2 w 
du 2 



k 2 sn 2 (-\ = 



m 



+ 



cn 2 u 



-k 2 sn 2 (-\ = Q 

m 



d 2 \ogR k 2 cn 2 u r2 ? (u. 

- | + 5 fc 2 sn 2 - | - 

dw 2 cn 2 ii \m; 



I dw 2 Vm/ 

Bildet man nun, ganz so wie im vorhergehenden §., die 4 Functionen Al(n), 
A1(m)i, A1(m)2, A1(m)3, so daß man 



(9.) 



d 2 logAl(w) , 9 

^ r -^+fc 2 sn 2 M-0, 

du 1 

d 2 logAl(w) 2 dn 2 w 



d 2 logAl(M) a 1 



du 2 



sn 2 u 



0, 



+ 



= d 2 logAl(ii) 3 fc 2 cn 2 ii = 



du 2 cn 2 n ' du 2 dn 2 n 

hat, so geben die Gleichungen (8.) 

d 2 logP ^logAlfa)! 2 ^ 2l °g A1 (^) 



(10.) 



- m 



du 2 du 2 du 2 

d 2 logQ d 2 logAl(ii) 2 2 ^ 2 logAl(^) 



- m 



du 2 du 2 du 2 

d 2 logR d 2 logAl(ii) 3 2 ^ lo g A1 (^) 



du 2 



du 2 



m 



du 2 



d 2 logS d 2 logAl(ii) 2 ^ lo g A1 (^) 

= — TU . 

du 2 du 2 du 2 

Hieraus aber folgt, mit Rücksicht auf die ersten Glieder in den Reihen-Entwick- 
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lungert der vorkommenden Größen, 

Al( Ml ) = AP-(^).P Al(«2) = Al™(±) . Q 

Al(u 3 ) = Al™(^).R Al(«) = AP-(^) . S 

und somit (gemäß 5) 



(11.) 



(12.) 



sn« 



Al(«)i 
A1(h) 



cn« 



Al(«) 2 
Al(w) 



dnw 



Al(«) 3 
Al(w) ' 



(13.) 



Al(«)i\ A1(«) 2 A1(«) 3 



d 



A1(m) 

Al(n) 2 
Al(«) 



dw 



du 



\ Al(«) 



A1(m) A1(m) 

Al(ll)! A1(K) 3 

" Al(«) A1(m) 

k 2 Al(«)i Al(«) 2 
Al(ii) Al(«) 



dM. 



Alle diese Gleichungen sind zunächst nur unter der Voraussetzung er- 
wiesen, daß u dem absoluten Betrage nach kleiner als U sei, weil ja nur für 
solche Werthe des Arguments die Functionen sn u, cn u, dn u bis jetzt definirt 

sind. Aber P, Q, R, S sind ganze Functionen von sn( — ), cn( — ), dn( — ), und 

° \m' \ffl/ \m' 

können daher nach Potenzen von u in Reihen entwickelt werden, welche con- 
vergiren, sobald der absolute Werth von u kleiner als tnll ist. Für die Werthe, 
die dem absoluten Betrage nach kleiner als U sind, convergirt ferner auch die 
Reihe, welche aus der für (—k sn u) durch zweimalige Integration hervorgeht, 
und die in dem Ausdrucke von A1(m), der im vorhergehenden §. unter Nr. (23.) 
gegeben ist, den Exponenten von e bildet. Da nun die Exponential-Reihe eine 
beständig convergirende ist, so muß die für A1(m) hervorgehende Reihe jeden- 
falls für die genannten Werthe von u convergiren. Die für AH — j, und somit 

auch die für AY nm [ — \ muß es also, sobald der absolute Betrag von u kleiner 
als mVL ist, und die Gleichungen (11.) lehren sodann, daß die Reihen für A\(u)i, 
A1(m)2, A1(m) 3 , A1(m) ebenfalls für diese Werthe von u noch convergent sind. Dar- 
aus folgt unmittelbar, daß diese letzteren Reihen beständig convergiren müssen, 
indem einerseits mll beliebig groß gemacht werden kann, und anderseits die 
Coefficienten der genannten Reihen in keinerlei Weise von m abhängen. Nach 
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der in §. 4. in Betreff der dort mit F{u\, . ..), G(ui, ...), F'(ui, ...), G'(u\, ...) 
bezeichneten Functionen gemachten Bemerkung gelten daher die Gleichun- 
gen (13.) jetzt für alle Werthe von u; und wenn man nunmehr sn u, cn u, dn u 
allgemein durch die Gleichungen (12.) definirt, so genügen dieselben nicht nur 
den Differential-Gleichungen 

dsnu . dcnu . ddnu l2 

— ; — - cn u dn u, — ; — - -sn« dn«, — - — - —k sn« cn u, 

du au au 

sondern es haben für dieselben, die für hinlänglich kleine Werthe von u (in Folge 

der Gleichungen (11, 5)j mit den ursprünglich so bezeichneten und durch die 
Reihen (3.) dargestellten übereinstimmen, auch alle übrigen im Vorhergehenden 
entwickelten Gleichungen (namentlich Nr. 4, 6, 9) unbedingte Gültigkeit. 

Verfährt man auf die im Vorstehenden angegebene Weise, so braucht 
man, um zur Entwicklung der elliptischen Functionen zu gelangen, nur einige 
wenige, auf die Convergenz der gewöhnlichen Potenz-Reihen sich beziehen- 
den und sehr einfach zu erweisenden Sätze vorauszusetzen. (S. die mehrfach 
angeführte Abhandlung über die Facultäten, §. 7.) Dagegen sind die Formeln, 

welche sn«, cn«, dn« durch sn( — ), cn( — ), dn( — ), auszudrücken lehren, et- 

^m' ^m' \m> 

was genauer zu untersuchen, als sich dies bei den analogen, für die Abel' sehen 
Functionen geltenden füglich ausführen läßt. Aus diesem Grunde suchte ich 
die Ableitung der Functionen Al(«) u. s. w. aus den ursprünglichen-Differential- 
Gleichungen von aller speciell auf den betrachteten Einzelfall sich beziehenden 
Rechnung möglichst frei zu machen, und kam so auf die im vorhergehenden 
§. befolgte Methode, deren allgemeinere Anwendbarkeit sich deutlich genug 
herausstellt. 

§•10. 

Fortsetzung. 

Die Bestimmung der Coefficienten in den Reihen-Entwicklungen von Al(«) 
u. s. w. mit Hülfe der Gleichungen (§. 7, 26 oder 22, 23) ist zwar ausführbar, 
aber beschwerlich. Obgleich man nun wohl niemals zur numerischen Berechnung 
einer elliptischen Function sich dieser Reihen bedienen wird, so ist es doch 
nicht ohne Interesse, daß es zur wirklichen Darstellung derselben noch einen 
andern, die Rechnung ungemein erleichternden Weg giebt. Jacobi hat nämlich 
zur Bestimmung der im vorhergehenden §. mit P, Q, R, S bezeichneten Größen 

eine lineare Differential-Gleichung gegeben, in der dieselben außer nach snf — j 
oder u, auch noch in Beziehung auf den Modul k differentiirt erscheinen. Da 
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nun die angeführten Ausdrücke für m - oo, nach den Formeln (11.) des v. §., 
in A\(u)i, A1(m)2, A1(m)3, A1(m) übergehen, so muß es auch ähnliche partielle 
Differential-Gleichungen für diese Functionen geben. Man kann dieselben in 
einfacher Weise aus den obigen Gleichungen (18 - 21.) herleiten, und sie dann 
selbst wieder benutzen, um die erwähnten Gleichungen Jacobi's aus den unter 
Nr. 8. des v. §. aufgestellten herzuleiten (so wie auch die analogen, welche zur 
Bestimmung der Zähler und des Nenners in den Transformations-Formeln die- 
nen und ebenfalls von Jacobi ohne Beweis mitgetheilt sind). Auch dieses habe 
ich in der erwähnten Arbeit ausgeführt; ich begnüge mich aber hier, nur die Ab- 
leitung der für A1(m) u. s. w. geltenden partiellen Differential-Gleichungen selbst 
zu geben, und zwar aus dem Grunde, weil das Verfahren, gegebene Differential- 
Gleichungen nach einer darin vorkommenden Constanten zu dijferentiiren, und durch 
Combinationen der so erhaltenen mit den ursprünglichen andere Gleichungen zu ermit- 
teln, welche für die Reihen-Entwicklung der zu bestimmenden Größen eine geeignetere 
Form haben, einer weitern Anwendbarkeit fähig sein dürfte. 
Es werde 

Al(«)i=p, Al(u) 2 = q, Al(«) 3 = r, M(«) = s,^|^ = $ 

gesetzt, so hat man (§. 8, 30) 

(1.) (||) - (1 - 4 2 )(1 - fc 2 4 2 ) = 1 - (1 + fc 2 ) 4 2 + fc 2 ^ 4 , Ü = -(l + fc 2 )4 + 2fc 2 4 3 . 

Differentiirt man jetzt diese Gleichung, indem man £, sowie p, q, r, s als Func- 
tionen von u und k betrachtet, in Beziehung auf k, so erhält man 

H dH (-(l + ^ + 2^ 3 )|-^ 2 (l-a 

= -U 2 (l - ?), 



du' dudk \ K 


-t- K. )C, -1- £l 


dt dH 


dh dH 


du du dk 


dk - du 2 


\dk ' du) 


kl 2 



du \-kH 2 k\i-k 2 e 

Nach (§. 8, 17) hat man aber, indem al 2 (w)3 - 1 - k 2 £, 2 ist, 

1 d 2 lQg(l - kH 2 ) 22 \~k 2 _ d 2 \QgS \-k 2 _ 

2 du 2 + i-k 2 e du 2 + i-k 2 e ' 
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oder 



i-^ 2 d \-^r + 2 — du — +M ) 



i-k 2 e du 

Multiplicirt man daher die zweitvorhergehende Gleichung noch mit k(l — k ), 
und integrirt in Beziehung auf u, so kommt 

k{1 jrfZ.K. dl °S s l glggO^gg) ^ 
(9/: (?« (9m 2 g>m 

oder wenn man mit — multiplicirt, indem 

du 

1 d\og(l-kH 2 ) d* __ kH (dtf _ 2 _ 2 

2 du " du~ 1-kHÄdu) ~ ^ 4 j 

ist, 

*-*>f-ftci-*>-(*"^)I- 

Diese Gleichung multiplicire man mit 4k E,, so folgt, weil (§. 8, 18) 

(9 2 l0ffS r. r, 

(3.) -^f- + fc 2 4 2 = 0, 

und daher 

i d£ <9 3 loes r, r, d<L <9 3 loes 

ew <9m 2 (9ä: <9m du 3 

ist, 

7 <9 3 logs 7 <9 3 logs dlogs <9 3 logs 7 7 A . 
du 2 dk du 3 du du 3 
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oder da 



2 <9 3 logs { du ) „ 2 <? 2 logs 



Z.K. t 


* du* 


du 2 


1M du 2 


<91ogs 
du 


<9 3 logs 
' du 3 


# -(^F) 2 

<9m 2 


/d 2 \ogS\ 2 

-i J ) 






_ # -(^f 


- 2k 4 i 4 



du 2 



ist, 



, f ~ <51ogs ~ <91ogs /<91ogs\ 2 l 

H^-^-är+^-är+br)} 



2x r2 ,i.4 r 4 



<9« 2 
Aber 



+ 4fc z (l + fc z )4 Z - 6Jfc* «f - 0. 



und man kann daher die vorstehende Gleichung zweimal in Beziehung auf m 
integriren, wodurch man 



<9 2 lo 



g s 



<9m 2 



o <91ogs o <91ogs /<91ogs\ 2 7 r, 

C/K C*M \ du I 



erhält. Durch Betrachtung der ersten Glieder in der Reihen-Entwicklung von 
s überzeugt man sich, daß bei keiner dieser Integrationen eine Constante hin- 
zuzufügen ist. Multiplicirt man nun die vorstehende Gleichung noch mit s, so 
ergiebt sich die folgende lineare partielle Differential-Gleichung für s 

(4.) ^ + 2k 2 u d 4- + 2k(l -k 2 )% + k 2 us = 0. 

du 1 du dk 

V 
Setzt man nun in (2.) E, = -, so ergiebt sich 

dp ds dp ds 

K! - fl!*^* + (A, + 1 . * ) S J^pl _ &. + *t = o, 

s 2 V s du! s 1 s s 3 
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oder wenn man mit 2ps multiplicirt, 

ps 2 (2k 2 u^- + 2fc(l - k 2 ) %) - sp 2 (lk 2 u^ + 2k{l - k 2 ) %) 
\ du dkl \ du dkl 

+ 2 ps^ . d 4- - 2p 2 (^-f - 2k 2 p 2 s 2 + 2kY = 0. 
du du \dul 

Aus der Gleichung (1.) aber folgt 

und man erhält daher, wenn man vermittelst dieser Gleichung aus der vorher- 

/ dp ds\ 
gehenden das Glied 1 2p— . — I eliminirt, 

^( 2 a| + ao - * 2 )| + (i - *>) + s 2 (|) 2 - * l 

/<9p \ 2 <9 2 p 7 /<9s\ 2 <9 2 s 7 7 
Aber (§. 8, 26) — = V — k + s , \^r\ - s — ~ + k p ; daher verwandelt sich 

vs ' \dul h du 2 \du) du 2 

die vorstehende Gleichung in die folgende: 

woraus wegen der 4ten 

(5.) — ? + 2/c 2 m-^ + 2fc(l - k 2 )^- + (1 - /c 2 + k 2 u 2 )p = 

(9m 2 du dk 

folgt. Ferner hat man (§. 8, 27) s — p + q , woraus sich 

ds dp dq ds dp dq 

s Tu= v Tu +q Tu s d-k= p dk + q d-k' 

d 2 s (ds\ 2 d 2 p (dp\ 2 d 2 q (dq\ 2 



(9m 2 \(9m/ «9m 2 Wm/ <9m 2 \(9m/ 
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findet, und da, wenn man in der dritten dieser Gleichungen 



,du) - V du 2 S ' (du) ~ q du 2 ~ q du 2 kP ' 



setzt, sich 



ergiebt, 



ds\ 2 d 2 s 2 2 
— = s — -+krp A 
du) du 2 W 



^-S+^-3- 2 



s(^+2k 2 u^ + 2k{l-k 2 ) d 4+k 2 u 2 s) 
\du z du dk I 

=p S +a2 4 +a<i - ,:2) l +<i -' :2+t2 " 2) '') 

(da r. da i da n n \ 

^ +2ku i +2k{1 - k) i +{1+ku 4 



sdu 2 

woraus mit Rücksicht auf (4, 5) 



da rj da o da r, r, 

(6.) -4 + 2/c 2 m 4 + 2fc(l - k 2 ) -f + (1 + k 2 u 2 )q = 

du 2 du dk 



folgt. 

Endlich ist 



s 2 - k 2 p 2 + r 2 
ds ,o dp dr ds ,o dp dr , ? 

s Tu= kv Tu +r Tu s dk^ kp d-k + r dk + kp 



d 2 S I ds \ 2 
8 du 2 + [du') 



k 2 v^ + k 2 (^-) 2 + r— + (-) 2 
V du 2 \du) +r du 2 (du)' 
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oder weil 

ds\ 2 _ d 2 s r2 2 (dp\ 2 _ d 2 p 2 (dr\ 2 d 2 



\du)- S du 2 P ' \du)- V du 2 ' \du)- r du 2 P ' 

^- + 2k 2 u^ + 2k(l-k 2 )^+k 2 u 2 s) 
du 1 du dk ) 



= k 2 p(—^ + 2k 2 uy- + 2k(l -k 2 )-£ + (l-k 2 + k 2 u 2 )p\ 

+r [—^ + 2k 2 u% + 2k(l -k 2 )% + (k 2 + k 2 u 2 )r\ 
\du z du dk I 



woraus 



(8.) 



(7.) — + 2k 2 u — + 2fc(l - /c 2 ) — + (fc 2 + fcV)r - 

<9m 2 (9m dk 

folgt. Mit Hülfe dieser Gleichungen (4 - 7), die hier nun noch einmal zusam- 
mengestellt werden mögen: 

d 2 A\(u) nl2 <?Al(w) nw , )2 ^A1(«) ,9 2 ai/ x n 

^ + 2/c 2 m ^ v ' + 2Jfc(l - /c 2 -^ y + /cV Alf«) - 

<9m 2 <9m <9ä: 

^!Wl + 2^„^l + m - k^-^ß- + (1 - J? + ItV) A«.), = 

(9m 2 <9m <9k 

^!W2 + 2 ,2„^W2 + _ ^ £A*fc + + ^„2, A , (H) = „ 

(9m 2 »m (9k 

(9 2 A1(m)q , 7 (9A1(m)q , , 7 (9A1(m)q , 9 , 9 7 , 

^ + 2fc 2 M r^ + 2ifc(l - /C 2 =-)-^ + fc 2 + JfcV) AI M 3 - 

V du 1 du dk 

lassen sich nunmehr die Reihen für A1(m), A1(m)i, A1(m)2, A1(m)3 ohne Mühe 
entwickeln, wobei man noch mit Vortheil die leicht zu erweisenden Relationen 



(9.) 



Al(*K, \) i = kAliu,^ A\(ku, l) 2 = A\(u,k) 3 
Al(*K,jh - Al(u,k) 2 Al(/cM,i) = Al(u,ifc) 



benutzen kann. Die Resultate der leicht auszuführenden Rechnung sind fol- 
gende. 



84 



Es seien m, rt ganze Zahlen, die unabhängig von einander alle Werthe 
von bis +00 zu durchlaufen haben, so ist 



(10.) 



Al(«) = 1 - S \ (-l) m+1 V, n Jc 2m+2 " 



2m+2n+4 



Al(«) 1= S\(-l) m+n b m/n k 2m " 



(2irt + 2rt + 4)! 
2m+2n+l ^ 



Al(«) 2 = 1 - S (-l) m+n c m ,nfc 2m " 



(2m + 2n + l)! 

2m+2n+2 ' 



Al(«) 3 = 1 - S (-l) m+n c m ,nfc 2n+2 " 



(2m + 2rt + 2)! 
2m+2n+2 



(2m + 2rt + 2)! 



In diesen Formeln ist mit rt! das Product (1 . 2 • • • rt) bezeichnet, und 

"m,n Ptn,n Cnt,Tt 

sind ganze Zahlen, welche vermittelst der folgenden Recursions-Formeln zu 
berechnen sind: 



(11.) 



flm,n = (4m + 4)fl m/n _! + (2rt + 4)a m _ 1/n - (2trt + 2rt + l)(2m + 2rt + 2)fl m _ 1/Tt _ 1 
^ m ,n - (4m + l)& m/tt _i + (2n + l)V-l,n - (2m + 2n - 2)(2m + 2n - l)& m _i,„_i 
c m , n = (4m + l)c m/n _i + (4rt + 4)c m _i /n - (2m + 2rt - l)(2m + 2n)c m _i /tt _i. 



Beim Gebrauche dieser Formeln hat man 

fl 0,0 = 2 ' ^0,0 = 1/ c 0,0 = 1/ c l,0 = 2, c 0/ i = 1 

zu setzen, so wie jedem Coefficienten, bei dem einer der Indices negativ wird, 
den Werth Null beizulegen. Ferner muß in der ersten in + rt > 0, eben so in der 
zweiten, und in der dritten in + rt > 1 sein. Auch ist 

ßm,n — #Tt,Trt Pm,n — PTt,m« 



Da es nützlich sein kann, die Reihen für A1(m) u. s. w. in einer Anzahl von 
Gliedern wirklich dargestellt zu haben, so mögen hier noch für die 10 ersten 
Coefficienten derselben die vollständig berechneten Ausdrücke Platz finden. 
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Al(u) = 1 - A 2 - + A 3 - - • • • + (-lr^A, 



'4! J 6! v ' (2m)! 

A 2 =2/: 2 

A 3 =8(fc 2 + fc 4 ) 

A 4 = 32(Ac 2 +Ac 6 ) + 68Ac 4 

A 5 = 128(Ac 2 + Ac 8 ) + 480(Ac 4 + Ac 6 ) 

A 6 = 512(k 2 + k 10 ) + 3008(A" 4 + k 8 ) + 5400 Ä: 6 

A 7 = 2048(fc 2 + A" 12 ) + 17408(A" 4 + fc 10 ) + 49568(A" 6 + fc 8 ) 

A 8 = 8192(/c 2 + fc 14 ) + 95232(/c 4 + k 12 ) + 395520(A" 6 + k 10 ) + 603376 A: 8 

A 9 = 32768(k 2 + k 16 ) + 499712(A: 4 + k u ) + 2853888(fc 6 + k 12 ) + 5668096(fc 8 + k 10 ) 

Aio = 131072(k 2 + k 18 ) + 2539520(A" 4 + A; 16 ) + 19097600(A" 6 + k u ) 

+ 38153728(A" 8 + k 12 ) + 42090784 A: 10 

u. s. w. 

u 3 u 5 m u 2m+1 

A1(m)i = u-B 1 — +B 2 — + (-l) m B 



3! ' *5! ' v "' m (2m + l)! 

Bi = 1 + k 2 

B 2 = 1+Ac 4 + 4A" 2 

B 3 = 1 + fc 6 + 90k 2 + fc 4 ) 

B 4 = 1 + Ä; 8 + 16(fc 2 + fc 6 ) - 6 A: 4 

B 5 = 1 + Ac 10 + 25(Ac 2 + Ac 8 ) - 494(Ac 4 + Ac 6 ) 

B 6 = 1 + Ac 12 + 36(Ac 2 + Ac 10 ) - 5781(Ac 4 + k 8 ) - 12184 Ac 6 

B 7 = l + Ac 14 + 49(Ac 2 + Ac 12 ) - 55173(Ac 4 + k w ) - 179605(k 6 + k 8 ) 

B 8 = 1 + k 16 + 64(Ac 2 + k u ) - 502892(Ac 4 + k 12 ) - 2279488(Ac 6 + k 10 ) - 3547930 A: 8 

ß 9 = 1 + A: 18 + 81(Ac 2 + k 16 ) - 4537500(Ac 4 + k u ) - 27198588(Ac 6 + k 12 ) 

- 59331498(Ac 8 + k w ) 
Bio = 1 + k 20 + 100(k 2 + k 18 ) - 40856715(Ac 4 + Ac 16 ) - 313180080(Ac 6 + Ac 14 ) 

- 909015270(Ac 8 + k 12 ) - 1278530856 k 10 

u. s. w. 
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« 2 ~ « 4 - -^ M 2 " 1 



Al(w) 2 = 1 - Ci— + C 2 - - • • • + (-l) m C, 



2! 4! v 7 (2m)! 

Ci =1 

C 2 =l+2fc 2 

C 3 = 1 + 6 /c 2 + 8 A: 4 

C 4 =l + 12fc 2 + 60/c 4 + 32Ä: 6 

C 5 = l+20/c 2 + 348/c 4 + 448/c 6 + 128fc 8 

C 6 = 1 + 30 /c 2 + 2372 k 4 + 4600 fc 6 + 2880 k 8 + 512 k 10 

C 7 = 1 + 42 k 2 + 19308 fc 4 + 51816 k 6 + 45024 Ä: 8 + 16896 k 10 + 2048 k 12 

C 8 = 1 + 56 k 2 + 169320 k 4 + 628064 fc 6 + 757264 k 8 + 370944 fc 10 + 93184 k 12 + 8192 k 14 

C 9 = l + 72k 2 + 1515368 fc 4 + 7594592 k 6 + 12998928 k 8 + 9100288 k w 

+ 2725888 k 12 + 491520 k u + 32768 k 16 
Cio = 1 + 90 fc 2 + 13623480 fc 4 + 89348080 k 6 + 211064400 k 8 + 219361824 £ 10 

+ 100242944 fc 12 + 18450432 fc 14 + 2506752 fc 16 + 131072 /c 18 



u. s. w. 



M 2 „ M 4 , U 2m 



A1(m) 3 = 1 - Di— + D 2 — - ■ ■ ■ + (-l) m D 



2! 4! v ' "(2m)! 

Di =k 2 

D 2 = 2Jc 2 + Jc 4 

D 3 = 8k 2 + 6k 4 + k 6 

D 4 = 32/c 2 + 60k 4 + 12/c 6 + fc 8 

D 5 = 128 k 2 + 448 fc 4 + 348 k 6 + 20k 8 + k 10 

D 6 = 512 k 2 + 2880 k 4 + 4600 fc 6 + 2372 k 8 + 30 k 10 + k 12 

D 7 = 2048 k 2 + 16896 fc 4 + 45024 k 6 + 51816 k 8 + 19308 fc 10 + 42 k 12 + k 14 

D 8 = 8192 k 2 + 93184 k 4 + 370944 fc 6 + 757264 k 8 + 628064 /c 10 + 169320 k 12 + 56 k 14 + fc 16 

D 9 = 32768 k 2 + 491520 ä: 4 + 2725888 k 6 + 9100288 k 8 + 12998928 A; 10 

+ 7594592 k 12 + 1515368 k 14 + 72k 16 + k 18 
Dio = 131072 k 2 + 2506752 k 4 + 18450432 k 6 + 100242944 k 8 + 219361824 fc 10 

+ 211064400 fc 12 + 89348080 k 14 + 13623480 k 16 + 90 k 18 + k 20 

u. s. w. 

Ordnet man diese Ausdrücke von A1(m) u. s. w. nach Potenzen von k, 
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so erscheinen die Coefficienten als unendliche Reihen, die sich aber summiren 
lassen. 

§.11. 

Uebergang zu den Jacobi'schen Reihen. 

Nunmehr möge gezeigt werden, wie man von den Functionen A1(m), Al(u)i, 
A1(m)2, A1(m)3 aus zu den unendlichen Reihen gelangen kann, durch welche 
Jacobi die elliptischen Functionen auszudrücken gelehrt hat. Dabei nehme ich 
jedoch an, daß der absolute Betrag des Moduls k kleiner als Eins sei, was erlaubt 
ist, weil man vermittelst der Formeln 

Allku,^) =A\(u,k) Al ( ku 'l) =Al ( u ' k h 

Al(/cw,i) =kA\(u,k) 1 Al ( ku 'l) = Al ( u ' k h 



jede der 4 genannten Functionen, wenn der absolute Betrag des Moduls die 
Einheit übersteigt, auf eine andere zurückführen kann, bei welcher derselbe 
kleiner als 1 ist. 

Es werde nun, unter dieser Voraussetzung, 



(l) f 1 # = K p ** = K > 

Jo Vi - e 2 Vi - k 2 e ' Ji V^ 2 - 1 Vi - Wl 2 



gesetzt, wobei, um diesen Integralen eine ganz bestimmte Bedeutung zu geben, 

festgestellt werden möge, es solle bei beiden Integrationen für Vi _ k 2 E 2 der 
durch die Reihe 

i _ Ifc2 r2 _ _L fc 4 r4 _ 1 - 3 /c 6 r6 

1 2 k 4 2.4* 4 2.4.6** 



gegebene Werth dieser Wurzelgröße, und bei der ersten 

E 6 - 



VT^2 = i_I^_ 1 ^4_ 1-3 ,6 



2.4 2.4.6 

so wie bei der zweiten 



V^T^-k 3 -J-r4 5 -J^4 7 - 



2.4 2.4.6 
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genommen werden. Dann erhält man, wenn man die Reihe 



und die Summe ihrer (n + 1) ersten Glieder 



^♦^♦■•■♦G£^* - *« 



bezeichnet, 



(2.) 



K =^ 

2 



|jK / = Älog(^)-(Ä-l)-^(Ä-Ä 1 )-^ 7 (Ä-ft2)---- / 



5.6 
und es ergeben sich die folgenden Gleichungen 

C sn(JK) = 1 cn(K) - dn(K) = Jf 

1 1 sn(K - zK') - l cn(K - iK') = ^ dn(K - iK') = 0, 

in denen 



(4.) k' = Vl-fc 2 - 1 - -Je 2 - —k 

y ' 2 2.4 



4 



ist. 

Die Herleitung derselben, so wie auch die Entwicklung der Reihen für K 
und K' , muß bei dem hier eingeschlagenen Wege, die Theorie der elliptischen 
Functionen zu begründen, in einer etwas andern als der gewöhnlichen Weise 
geschehen. Doch gehe ich hierauf nicht näher ein, sondern verweise auf das 
folgende Kapitel, wo man alles, was hier zu bemerken wäre, in den daselbst 
anzustellenden allgemeinern Untersuchungen gehörig erörtert finden wird. 

Die Formeln für sn(w ± v), cn(w ± v), dn(w ± v) führen sodann, wenn man 
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v - K, und v - K - iK' setzt, zu den Relationen 

cau 



(5.) 



sn(tt + K) 
cn(w + K) = 
dn(u +K) = 



dnu 

—k' sn u 
dnu 

k' 



dnu 



sn(u - K) = - 
cn(H -K) = 
dn(w - K) = 



cnu 

dnw 

V snu 
dnw 

k' 



dnw 



(6.) 



sn(w + K- iK') = 
cn(u + K- iK') - 
dn(H + K- iK') = 



dnw 
kcnu 

k'i 
kcnu 

ik' sn u 
cnu 



sn(u -K + iK') = 
cn(u -K + iK') - 
dn(u -K + iK') = 



dnw 
kcnu 
k'i 



kcnu 
ik' sn u 
cnu 



Und wenn man in diesen letztern Formeln u — K, sowie auch u + K für u setzt, 
so erhält man 



sn(tt + iK') - 

(7) \ cn(u + iK') - 

dn(w + iK') - 
Aus (5, 7) folgt nun 



ksnu 
-i dn u 

snu 
-i cn u 

snu 



sn(u - iK') = 
cn(u - iK') - 
dn(H - iK')= 



ksnu 
i dnu 

snu 
icnu 

snu 



sn(w + iK') - sn(u - iK') 
cn(u + iK') - - cn(u - iK') 
dn(u + iK') = - dn(u - iK') 



' sn(w + K) - - sn(tt - K) 

(8.) < cn(tt + K) = - cn(u - K) 

k dn(w + K)= dn(u - K) 

und hieraus, indem man u + K und u + iK' für u setzt, 

' sn{u + 2K) - -snu sn(u + 2iK') - snu 

(9.) J cn(w + 2K) = - cn u cn(u + 2iK') = - cn u 

dn(u + 2K) = dnu dn(u + 2iK') = - dn u 
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Diese Gleichungen führen endlich zu den folgenden allgemeinem, in denen m, 
n beliebige ganze Zahlen bedeuten: 



(10.) 



' sn(w + 2mK + 2niK') = (-l) m snw 
cn(w + 2mK + 2niK') = (-l) m+n cn« 
dn(w + 2mK + 2niK') = (-1)" dnw. 



Man hat ferner, wenn man 

d Al(ii) 
du 



mit AY(u) bezeichnet, 



Al'(w) 7 7 

(11.) d—^- = -k 2 sn 2 udu, 

AI(m) 

oder wenn 

£, = sn u, 

(12.) ä^> = ^ . 

ak«) vrr^VT 3 ^ 

Wird daher 

da) r 1 ^ =/ p ^ =r 

gesetzt, mit der Bestimmung, daß bei jeder dieser Integrationen £, und die Wur- 
zelgrößen dieselben Werthe durchlaufen sollen, wie bei der entsprechenden, 
durch welche man bezieht. K oder K' findet; so ergiebt sich 

, , Al'fJK) M'(K-iK') 

Aus den Gleichungen (11, 8) aber folgt 

AY(u + K) _ AY(u - K) 
Al(« + K) " A1(k - K) ' 

und daher 

AY(u + K) _ AY(u - K) 

Al(« + K) ~ A\(u-K) + ' 
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wo C eine von u unabhängige Größe bedeutet. Indem man u - nimmt, und 

bemerkt, daß A1(m) eine gerade, AY(u) aber eine ungerade Function von u ist, 

findet sich 

= AI») _ Al'(-JC) = AI») = 

A1(K) Al(-K) A1(K) '" 

Setzt man nun in der vorhergehenden Gleichung u + K für u, so ergiebt sich 

A1'(« + 2K) = AI» 
1 '' Al(u + 2K) A1(m) '' 

In ganz ähnlicher Weise findet sich 

, 1fi v Al'(« + 2K-2tK') AI» 

(16 ° Al(« + 2K-2fK') = Ä»- 2/ + 2// - 

Und wenn man in dieser Gleichung u + 2iK' an die Stelle von u setzt, so kommt 

rm Aj> + 2jKQ _Al» 

1 ; Al(« + 2iK') Al(«) ' ' 

worauf man dann aus (15, 17) die allgemeinere Relation 

A\'{u + 2mK + 2niK') AI» 
(18 - } Al(u + 2mK + 2niK') = Ä» " 2m/ + 2 ™ 7 

herleiten kann. 

Jetzt werde zur Abkürzung 

( mK + niK f = co 

(19-) \ 

{ in/ + mj = r] 

gesetzt. Dann folgt aus der vorstehenden Gleichung 

Al(« + 2xo) = C . e~ 2r l u A1(m), 

wo C eine Constante bedeutet. Zur Bestimmung derselben setze man u = -co, 
so findet sich 

Al(<y) - Ce 2 ^ Al(-cu) - Ce 2r ^ Al(<y), 

und daher, wofern nicht A1(ü;) = ist, C = e r l co . Es wird aber, wie aus der 
Gleichung 

d 2 logAl( M ) 2 2 
- -k sn u 

du 1 
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folgt, A1(ü;) nur dann = 0, wenn snco = oo ist; was, wie die Formeln (7, 10) 
lehren, nur der Fall ist, wenn für m eine gerade und für rt eine ungerade Zahl 
angenommen wird. Dann aber ist, wie die Gleichung 



d 2 logAl( M )i 



du 2 sn 2 



sn^-w 



zeigt, Al(a;)i nicht = 0; und da man, nach (10.), jetzt sn(w + 2co) - sn u hat, und 
somit aus der vorstehenden Gleichung für A1(m + 2co) 

A1(m + 2a;)! = Ce~ 2l l u Al(M) a 

folgt, so findet sich jetzt, wenn man wieder u = —co setzt, C = —e^. Demge- 
mäß hat man 

A1(m + 2co) = + e - 2 ^ u+ü} ) A1(m), 

in welcher Gleichung das untere Zeichen gilt, wenn in gerade und gleichzeitig 
rt ungerade, oder wenn das Product (m + l)rt ungerade ist. Daher 

Al(« + 2co) = (_l)(m+l)n e -2r ] ( M+ a;) A1(y) 

Verbindet man nun mit dieser Gleichung die unter (10.) aufgestellten, so erge- 
ben sich für die Functionen A1(m), A\{u)\, A1(m)2, A1(m)3 folgende Relationen: 

' Al(« + 2co) = (_i)™+ V 2r ? (M+cy) Al(«) 
Al(« + 2üS)i = (_l)mn+m+n e -2r ] ( M+ a;) A1(j|)i 
Al(« + 2co) 2 = (_l)mn+m e -2r ] ( M+ a;) ^^ 

Al(« + 2co) 3 = (-l) m V 2 l(» + «) Al(«) 3 . 



(20.) 



Diese Gleichungen sprechen charakteristische Eigenschaften der Functionen 
AI(m) u. s. w. aus, und führen in einfacher Weise zur Darstellung derselben 
durch die /acofri'schen Reihen. Dabei ist die bekannte unter den Größen K, 
K f , J, ]' statt findende Relation von wesentlicher Bedeutung, die man aus den 
vorhergehenden Formeln folgendermaßen erhält. 
Aus (20.) folgt 

Al(« + 2K) 3 = e - 21{u+K) A1(m) 3 
Al(« + 2iK% = ß-2i7'(«+iK0 a1(m)3 
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Setzt man in der ersten dieser Gleichungen u + 2iK' ', und in der andern u + 2K 
für u, so kommt 

A1(m + 2K + 2iK% = e -V(u+2iK'+K) A1(y + 2iK ^ 

= e -2J(u+2iK'+K)-2iJ'(u+iK') A1 ( M ) 



A1(m + 2K + 2iK') 3 = e -2tJ(u+2K+iK f ) A1(y + 2K ^ 

Al(«) 3 . 



_ e -2iJ'(u+2K+iK')-2J(u+K) 



Folglich muß 



g-4/K'f = g -4K/'t 



e A(KJ'-JK')i = lf 



d. h. es muß 



7T 



KJ'-JK' = ^ 



sein, wo /i eine ganze Zahl bedeutet. Nun aber erhält man, wenn man die 
Größen /, /' in ähnlicher Weise wie K, K' in Reihen entwickelt 



(21.) 



< TL ^ 

/' = 31og^ + i-(3-3 1 )-^(3-3 2 )-^(3-3 3 ) 



wo 



- U2 , 3 



3 =^ + i[2) k + 6\2T4 



'.4 , 5 



1 ■ O \ , £ y I L m 3 m D 

^8\ 



k b + 



,2.4.6 



Jc» + --- 



l^j.1 3 



°C — i il- Z °« — iir Z -4- 

-01 — 2 ' 2 ' "^2 ~~ 2 2 ' 41 o 



fc 4 etc. 



3n = i* 2 + i(^l** + --- + 



4\2 



2n-3/1.3---(2n-5)\ 2 7 2„_ 2 



2n-2\2.4---(2n-4) 



+ 



1 2n-l/1.3---(2n-3) 



2 2n \2.4---(2n-2) 



fc 2 " 



ist; und man hat daher 

r = 1+ f> og (i) + 



Glieder, welche für k - verschwinden. 
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Substituirt man diese Ausdrücke in die vorstehende Gleichung, so findet sich, 
daß (i = 1 ist. Mithin hat man 

(22.) KJ' - JK' = \, 

aus welcher Gleichung sich, wenn man 

co = mK + niK f r\ - in/ + ra'/' 

co' = m'K + n'iK' rf = in'/ + n'/'/' 

setzt, und nun unter in, n, in', n' ganz willkührliche Größen versteht, die allge- 
meinere 

71 

(23.) cor{ -r]co' = {mW -nm')—i 

ergiebt. 



§•12. 

Fortsetzung. 

Man bezeichne jetzt mit F(u) irgend eine der Functionen A1(m), A1(m)j, A1(m)2, 
A1(m)3, so hat man nach dem Vorhergehenden, wenn in, n zwei beliebige ganze 
Zahlen bedeuten, und 

mK + xdK' - co m] + nij' = r\ 

gesetzt wird, 

F( M + 2o;)-e- 2 ^ M+£y)+mra F( M ), 

wo m für jede Function durch die Formeln (20.) bestimmt ist. Diese Gleichung 
läßt sich folgendermaßen darstellen: 

eicü K iw y ; F(u + 2co) - e^a, iw F(u), 



und zeigt dann, daß 

eine periodische Function von u ist. Nun gilt aber folgender allgemeiner Satz: 



r\u mni 

ei^ ~i^ u F{u) 
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Eine eindeutige periodische Function einer unbeschränkt veränderlichen 
Größe u läßt sich, mag nun die Periode, die durch a bezeichnet werde, 
reell oder imaginär sein, wenn sie zugleich den Charakter einer ganzen 
rationalen Function - in dem oben erklärten Sinne des Worts - besitzt, 
stäts, und zwar nur auf eine einzige Weise, durch eine für jeden Werth von 
u convergirende Reihe von der Form 




darstellen, wo der Zeiger v, auf den sich das Summenzeichen bezieht, 
die Reihe der ganzen Zahlen von -oo bis +00 durchlaufen hat, und die 
Coefficienten A v von u unabhängig sind. 

Zum Beweise werde die Function, in welche die in Rede stehende durch 

die Substitution 

a 
u - ——v 

In 

übergeht, mit f(v) bezeichnet, so hat man 

f(v + 2n) = f(v). 

Setzt man nun 

v = t + si, 

und versteht unter t, s reelle Größen, so hat man nach dem Fourier'schen Satze, 
indem f(t + si) eine continuirliche Function von t , s ist, welche in Beziehung auf 
t die Periode 2h besitzt, 



2ra . f(t + si) - V B v e 



vti 

.0 1 • i - 



wo 

nln 

B v f(t + si)e~ vti dt 

ist. Zugleich weiß man, daß sich f(t + si) auf keine andere Weise in dieser Form 
darstellen läßt. Nun ist aber nicht nur f(t + si) eine continuirliche Function von 
t, s, sondern auch, nach dem, was hinsichtlich des analytischen Charakters von 
f(v) angenommen worden ist, 

df(t + si) df(t + si) df(t + si) 

und i . 

dt ds dt 
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dB 

Mithin müssen auch B v und — — continuirliche Functionen von s sein, und man 

ds 
hat daher 

-271 



d.B v e vs d£ n f(t + si)e- v ( t+s *dt 



_jo 

ds ds 

-2tt 



= L \ f{ T i) +vf « +si) V vV+s,ydL 



Aber 



Jo ds Jo dt 

=-v r rT /(f+s/>-^ +s/)/ ^ / 

Jo 



^2 TT 

'0 
indem /(£ + si) e~ v ( f+sz ) / für t = und £ = 27i denselben Werth hat. Daher ist 



d.B v e vs 



11 =0, 



<9s 

d. h. der Werth von B v e vs ist unabhängig von s, und bleibt, weil B v eine conti- 
nuirliche Function dieser Größe ist, für jeden Werth von s derselbe. Bezeichnet 
man ihn durch 2niA v , wo man dann, indem s - genommen wird, 



-271 

Ij. - 



rzn 

Jo 



2mA v - I /Yi) e" vh dr 



erhält, so ist 



und es ergiebt sich 



B v = IniAy e~ Vb , 



f{t +S i) = Yj A v eV{t+si)i 

v 

für alle Werthe von t, s, oder 



m = E 



A v e 



VVl 



V 

V 
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für jeden complexen Werth von v, woraus, wenn man für v setzt, die 

angegebene Reihe für die ursprüngliche Function sich unmittelbar ergiebt*) . 

Uebrigens ist leicht zu zeigen, daß sich eine Reihe von der betrachteten 
Form, wenn sie für jeden Werth von u convergirt, immer in eine andere von der 
Gestalt 

V = . . . oo 

die ebenfalls beständig convergent ist, umwandeln läßt; woraus erhellt, daß der 
bewiesene Satz eben nur dann gilt, wenn die Function, um die es sich handelt, 
den Charakter einer ganzen rationalen hat. 
Hiernach läßt sich 

t]u 2 mni 

in eine beständig convergirende Reihe 



L 



vnui , 



[A v e a } 



entwickeln, und es handelt sich jetzt um die Bestimmung der Coefficienten 
derselben. Dazu gelangt man auf folgende Weise. Man darf unbeschadet der 
Allgemeinheit annehmen, daß m, rt keinen gemeinschaftlichen Factor haben. 
Dann kann man zwei andere ganze Zahlen m', W dergestalt bestimmen, daß 



in rt - rt in 



ist, und es gelten, wenn man mit co' , rf , m' die Größen bezeichnet, in welche co, 
r\, m übergehn, indem in', n' an die Stelle von in, n treten, für F(u) die beiden 



2nui 

*) Setzt man e « = x, so gehören zu jedem Werthe von x zwar unendlich viele von u, für die 

aber, da sie sich nur um ein Vielfaches von a unterscheiden, die betrachtete Function denselben 

Werth hat. Man kann daher die letztere als eine eindeutige Function von x ansehn, die durch 

d(p{x) 
(p(x) bezeichnet werden möge. Dann ist leicht zu zeigen, daß nicht nur (p{x), sondern auch —^ — 

sich continuirlich mit x ändert, ohne jemals unendlich groß zu werden, sobald man nur für 
den absoluten Betrag von x irgend eine, wenn auch noch so kleine Gränze festsetzt, oberhalb 
welcher er bleiben soll. Dies reicht aber, nach einem von Cauchy gegebenen Theorem hin, um 
nachzuweisen, daß sich <p(x) durch eine für jeden Werth von x, der nicht Null ist, convergirende 
Reihe 

£ { A v x v ) 
V = — oo ■■■ + 00 

darstellen läßt; woraus der aufgestellte Satz unmittelbar folgt. Ich habe es aber hier vorgezogen, 
denselben aus dem Fourier' sehen abzuleiten. 
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Gleichungen 
(1.) 



F(u + 2co) = e -2r](u+co)+mni F{u) 
F(u + 2a/) - e- 2r f( u+ ^ +m ' ni F(u), 



während zugleich die Größen co, r\, co 1 ', rf der Formel (23.) des v. §. gemäß durch 
die Relation 



(2.) 



/ / n. 

cot] ~t]CO = -i 



mit einander verbunden sind. Man kann dabei bemerken, daß diese Gleichun- 
gen bestehen bleiben, wenn 

co', -co, rf, -t\, m', -m 
an die Stelle von co, co', r\, r\', m, m' 

treten, wie man sofort sieht, sobald man nur in der ersten u - 2co für u setzt, und 
e -lT](u-cü)+mm au £ ^g anc j ere Seite bringt. Man wird daher aus jeder Gleichung, 
welche eine Folge der vorstehenden (1, 2) ist, sofort eine neue ableiten können, 
indem man in ihr die angegebenen Substitutionen macht. 
Es werde jetzt 



(3.) 
bezeichnet, und 

(4.) 

(5.) 



rj'u 2 
2Ö7 



TCIU 



T\U 

7.CO Acoco' 



mit x(u) 



e ^ + x(u-m co) F{u) = f{u) 



gesetzt. Dann hat man für beliebige Werthe von p, q 



(6.) 



woraus weiter 



pni ( pco 
X(u + pco) - x(u) = —\u + — 



qnil qco' \ 
X(u + pco)- x(u) = —\u + —j, 



(7.) 



pq . 



X(u + pco + qco') - x(u + qco') - x(u + pco) - x(u) + —ni, oder 

pq 
X(u + pco + qco ) - x(u + pco) - x(u + qco ) - x(u) + —ni 



99 



folgt. 

Die Gleichung (4.) läßt sich nun auch so schreiben: 



/(«) = e£ +x{u - m,(o) - x{u) T{u), 

und man hat daher, indem 

il'{u + 2(o') 2 r/V 

_^_ = _ + 2, 7 (« + "), 

und nach (7.), wenn p - —m', q - 2 genommen wird 

X(u - m' co + 2o/) - x( u + 2co') - xi u ~ tn'cü) - x(u) - m'ni 

ist, in Folge von (1.) 

(8.) /(« + 2ü/) - /(«). 

Ebenso, oder wenn man die vorhin angegebenen Substitutionen macht, wo- 
durch sich x{u) in -x(u), f(u) in f'(u) und f'(u) in f(u) verwandelt, erhält man 

(9.) f(u - 2co) = f(u), oder auch f(u + 2co) = /'(«). 

Ferner folgt aus (4.), wenn man bemerkt, daß nach (7.) 

yntn' 
X(u - m' co + mco) - x(u + mco) + x(u - mco) - x(u) — ni 

ist, und 

(10.) mco' - m' co - co 

setzt, 



(11.) 



mm' ■ , , . 

mm' • , (i, 
[/'(«) = ß - — m ^ ( " +,U) /(«)- 



Der Gleichung (9.) gemäß kann man nun f'{u) durch eine Reihe 



V 
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darstellen. Man hat aber nach (6.) 

(12.) x(u + co + 2vco') - x(u + co) = — (m + co + vco'). 

CO 

Folglich, wenn man 

setzt, 

(13.) /'(«) - YJfv e^ u+ ^ +2va,,) -^ u+ ^}, 

V 

und daher (nach 11.) 

mm' . o 

(14.) f(u) = e~ m YJyC v e^ u+CÜ+lvM )}. 

In dieser Gleichung werde jetzt u + Ico' für u gesetzt, und zugleich v - 1 für v, 
was erlaubt ist, weil v - 1 so gut als v jede ganze Zahl repräsentirt, so kommt 
mit Berücksichtigung von (8.) 



ftlTH ■ 



In dieser Reihe muß aber jeder Coefficient mit dem gleichstelligen der vorher- 
gehenden übereinstimmen, weil sich, wenn dies nicht der Fall wäre, aus ihr 

durch Multiplication mit e~ x ^ u+CÜ ' für f'(u) eine zweite Reihe von der Form 



EK 



vnm 
V 



ergeben würde, welche es nicht giebt. Daher muß C v - C v _\ sein, woraus folgt, 
daß sämmtliche Coefficienten C v denselben Werth haben, der durch 



S e 



mm 
■ — Ul 



bezeichnet werden möge. Somit erhält man, wenn zugleich statt f(u) wieder 
F(u) eingeführt wird, 

(15.) e^ +x{u - m a) F(u) = g . jytHHo+TnJ)}, 
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oder, da 



.„,, . o ,. . . . 2v + m m . 2v + m ,\ 

(16.) r(u + co + vco ) - x(u - m co) - — - — . — \u-tn co H — co 

2 co \ 2 / 

ist, 

w 2 ^^ ( 2v + m nil , 2v + m ,\\ 

(17.) e 2^ F(u) = g . )j) e f • 



Da m eine ganze Zahl ist, so darf man in dieser Reihe (— v - m) statt v 
setzen; verbindet man dann die so sich ergebende Gleichung mit der vorste- 
henden, so kommt 



(18.) 



^" 2 \— i ( -( ."A 2 ^'" / n m' \ \ 

e2^F(u) - g . } l e \ v 2> ~^~ cos(2v + m) I — ] n \ . 



Aus diesen Gleichungen (15, 16, 17) erhält man nun sofort drei neue, indem 
man die oben angegebene Substitution co' für co u. s. w. macht, wobei zugleich 
(— v) für v geschrieben, und der Werth, den die Constante g alsdann annehmen 
muß, mit g' bezeichnet werde. 



(19.) e^~ x{u+ma},) F(u) - g' . YL-xiu+a+lva,)] 



I 

v 



rfu 2 2v-m' ml . , . 2v- -in 



u+mco + — - — co 

ü)' \ 



(20.) e*o'F{u) = g' -YJf 

V 
n'u 1 / m'\ cüin . . 

(21.) e^F{u) - g' . Yj{ e ~^~ Y ' ~* cos ( 2v - m '\Y~, + f ) ^1 

V 

Man sieht also, daß die Function F{u), bei dem vorausgesetzten analytischen 
Charakter derselben, durch die Gleichungen (1, 2) völlig bestimmt ist, bis auf 
eine Constante (g oder g'), welche ebenfalls vermittelst der vorstehenden For- 
meln gefunden wird, sobald man für irgend einen besondern Werth von u den 
von F{u) kennt, vorausgesetzt, daß der letztere nicht Null ist. Man kann dabei 
bemerken, daß die Gleichungen (15, 17, 19, 20) auch dann noch eine strenge 
Folgerung aus den eben genannten bleiben, wenn auch unter m, m' nicht mehr 
ganze Zahlen verstanden werden. 

Da die erhaltenen Reihen für jeden Werth von u convergiren, so kann 
,./ 

man schließen, daß — , wie auch der Modul k beschaffen sein möge, entweder 
an 
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eine reelle positive Größe sein muß, oder eine imaginäre, deren reeller Theil 
positiv ist. Umgekehrt sind die Reihen stäts wirklich convergent, sobald man für 
co, co' beliebige Größen annimmt, welche diese Bedingung erfüllen, abgesehen 
davon, ob sie in der oben angegebenen Form durch K und K' ausgedrückt 
werden können oder nicht. Stellt man sich nun vor, man bestimme, indem man 
mit h irgend eine (complexe) Größe, deren reeller Theil positiv ist, bezeichnet, 
bei willkührlicher Annahme von co, r\ (wobei jedoch für co der Werth Null 
auszuschließen ist) co' , rf durch die Gleichungen 

oo' . rf t] ni , ni 

(22.) —=h, -r-- = ^ 7, n=hr 1 + — , 

001 CO' 00 LOOCO' 7.00 

und definire dann, m, tri' , g ebenfalls beliebig annehmend (also auch die Vor- 
aussetzung, daß tri, tri' ganze Zahlen seien, fallen lassend) eine Function F{u) 
durch die Gleichung (15.) oder (17.); so besitzt dieselbe den Charakter einer 
ganzen rationalen Function, und es läßt sich zeigen, daß sie stäts auch die Glei- 
chungen (1.) befriedigt, und daß daher für sie auch die Gleichungen (19, 20.) 
gelten. 

Denn die Gleichung (17.) - und es ist ganz einerlei, ob man von dieser 
oder von Nr. (15.) ausgeht, indem jede von ihnen eine unmittelbare Folge der 
andern ist - zeigt, daß man 

ri(u + 2co) 2 riu 2 

11 _ J +mm 

e 2w F(u + 2co) = e ^ F{u) 

hat, was die erste der genannten Gleichungen ist, indem jedes Glied der Reihe 
auf der Rechten, wenn man u + 2oo für u setzt, dieselbe Veränderung erfährt, als 
wenn es mit g( 2v+m ) ra - e mm multiplicirt wird. In der Reihe auf der Rechten der 
Gleichung (15.) aber darf man v - 1 für v setzen, und wenn man dann u + 2oo' 
an die Stelle von u treten läßt, so sieht man, daß 

i](u + 2w') 2 . , - ,. ri« 2 , , . 

e-^^ +x{u - m M+2M >F(« + 2a/) - e^ +x{u - m m) F{u) 

ist, woraus, da man 

X(u - tri' co + 2oo') - x(u - tri' co) - xi u + 2oo') - x(u) - tn'ni 

nu 2 n'u 2 n(u + 2oo') 2 r\'{u + 2co') 2 

+ X(u) = -tl—t, r + x(u + 2co ) = 



hat, 



2oo 2oo' ' 2oo ' ' 2oo' 

rf(u + 2a)') 2 r]'u 2 



+m ni. 



e 2w F(u + 2oo') = e 2a/ ™ '"f («) 
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folgt, was die zweite der Gleichungen (1) ist. Von denselben sind aber die unter 
(18 - 21) angegebenen eine Folge. 

Hätte man bei willkührlicher Annahme von co' ' , rf , m, m' , g' die Größen 
r\, co vermittelst der Formeln (22) bestimmt, und dann F{u) durch die Glei- 
chung (19) oder (20) definirt; so würde sich eben so ergeben, daß für F(u) die 
Gleichungen (1) gelten, und somit auch (15, 17, 18). 

Betrachten wir jetzt insbesondere die Function, welche durch die Glei- 
chung (17) bei der Annahme 

2co = 1, r] - 0, 2co' - hi, t}' - 7i/', m = 0, m' = 0, g - 1 

definirt wird, welche die einfachste von allen ist, und nach dem Vorschlage 
Lejeune Dirichlet's, weil sie von Jacobi in die Analysis eingeführt worden ist, 
die Jacobi'sche Function genannt, und dieser Benennung entsprechend durch 

Jc(u, h) 

bezeichnet werden möge; wo man dann 

(23.) Jc(u, h) = £{ e (-v 2 k+2vm)rt} = ^{ ß -v 2 ^ cos 2vuJ ^ 

V V 

hat, und wenn die Größe h, die, wie bemerkt, stäts eine positive reelle, oder 
eine imaginäre, deren reeller Theil positiv ist, sein muß, im Verlaufe einer 
Untersuchung denselben Werth beibehält, kürzer auch bloß Jc(u) schreiben 
kann. Die Gleichungen (1) gestalten sich dann folgendermaßen 

( Jc(u + 1, h) - Jc(u, h) 
(24 ' } { Jc(u + hi, h) = e-( 2u+h » ni Jc(u, h). 

TZ Tl TZ 

Ferner ist jetzt nach (19), indem x(u) - -ru 2 , - — - - — , 

h 2co' h 



Jc(u,h) = g' .^{e 



i("+v)< 



wo die Constante g' , nach Jacobi, auf folgende Weise ermittelt wird. Es ist, 
wenn man sich jetzt unter u eine reelle Größe denkt, 

f Jc(u, h)du = Y f e~ ylhn cos 2vutz .du = l. 
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Daher muß 



Env+l _„ m2 n+oo _„^ 2 

I e h du - I e h du 

,, <Jv U—oo 



{u+v)2 du 



sein. Aber 



X+oo 
00 



n 2 



e h du - V/z, 

-00 

wo, wenn h reell ist, der positive Werth der Wurzel, und, wenn h imaginär, 
derjenige, dessen reeller Theil positiv ist, genommen werden muß. Folglich hat 
man 

(25.) V/z . Jc(u, h) = Yul e ~^ {U+V)2 }- 

V 

Nach der Formel (15.) aber ist 

(26.) i M W) = YJ\^ {u+vhl)1 ) = Z{ fhn ^ 2 }- 



V 



Aber 



Daher 



Lr ( ^V>(^). 



TL n 2 

e h (u 1\ e h ui 1 



,27.) /c( „,, = _. /c (__) = _.;,(__) 

71 2 

e^ M /m 1\ 
(28.) Jc(ui,h)= /^-,-j. 

In der Reihe (23) bleibt ferner das allgemeine Glied ungeändert, wenn man u + - 
für u, und zugleich h + tz für h setzt, t aber eine ganze Zahl bedeutet. Denn 
dadurch wird dasselbe nur mit e~ v \ v+1 > Tnl - \ multiplicirt. Folglich hat man 

(29.) Jc(u,h) = Jc(u + ^,h + Tij, 
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und erhält aus (27.) 


71 ? 


(30.) 


e h 
Jc(u, h) = 



1 • • 

wenn h\ = - + xi ist. 
h 

In den vorstehenden Formeln (23 - 30) sind die wichtigsten Eigenschaften 

der /acofri'schen Function ausgesprochen. Durch dieselbe lassen sich nun die 

obigen Reihen (15, 17, 19, 20) leicht ausdrücken. Man hat nämlich 

/ ° 2 

o n /s 0)71(11 + CO \ 

X(u + a) + 2vco ) = t- l-r— ; - +v\ 

cot \ 7.0)' I 

o o 

o _ . COITC/U + CO \ 

-X(u + oj + 2voj) = r l — — + vi , 



und daher 






(31.) 


y i g -x(u+co+2vco)\ _ 


1 , ° / 
0)' r (U + 0) CO 


V o)i ^\ 2ü) coi 



(32) IK" + " +W, )=V^-M^^) 

V 

Nach (27) aber ist 

P3.) M-i4^.-)^- m M^ a 4). 

y coi \2ü) 0)1/ v 2ar o)' ' 



und daher 



(34.) y ( e ^- - i M_m £y+ ^ w )] = e x(u+a))-X(u-m'co) J J 1 i±^ > v_\ 

'Luv I \ 2o) ' o)i) 

V 

(35.) y {^^vl™^*^")} = e x(«+^ , )-x(«+^) /c (ü±^ / ^M . 

v 

Hiernach geben die Gleichungen (15, 17, 19, 20) 

? 

(36.) e^F( M ) - ae^+^-^-^'^/c ^±^, ^ 

\ 2o) 0)1/ 



o 

1 0)1 -v(„—m's.,\„ /U + O) 0)1 



g x \—.e-^ u - m '^]c 

v O)' 



2xü' ' o)' 
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t]'U 2 



(37.) e^F(u) = g ' e -x(u^) + x(u + m<o')j c i^±^ ) ™\ 

\ 2d)' co' I 

= tf JÜL . c r(u+ma>')jJ u + U f <S_\ _ 
\ coi ' \ 2co ' coi) 

Aus der Vergleichung dieser Ausdrücke ergiebt sich noch, indem 

o tntn' 
x(u + co) — x(u - m co) - x(u + mco) — —x(u) — ni 

ist, 

mm' ■ / , „■ 

Das Ergebniß der vorstehenden Untersuchung ist also, daß sich jede Function, 
welche die im Anfange dieses §. angegebenen Eigenschaften besitzt, welche 
Werthe auch die Größen co, co', r\, rf , m, m' haben mögen, auf die Jacobi'sche 
zurückführen läßt. 

§•13. 

Schluß der die elliptischen Functionen betreffenden Entwicklungen. 

Die specielle Anwendung der entwickelten Formeln auf die Functionen A1(m) 
u. s. w. will ich hier nur kurz andeuten. Zuerst bemerke ich, daß (in + l)rt + 
m und (m' + l)n' + m' aus dem Grunde, weil weder in, rt noch m', n' einen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, beide ungerade Zahlen sind, und man daher 



(1.) 



' mrt + rt = m + 1 m'n' + n' = m + 1 
mrt + m + rt = 1 m'n' + m' + n' = 1 
mrt + m = rt + 1 m'n' + m' = n' + 1 



(mod. 2) 



mrt = m + rt + 1 m'n' = m' + n' + 1 

hat. Nimmt man daher 

(m = m + l m' = m' + l 1 = 1 — m-n 

( "' (« = n + l «' = n' + l l' = l-m' -n', 

wobei man jeder der Zahlen m, n, m! , n' einen der Werthe 0, 1 beilegen kann, 
und dann auch l sowohl als V entweder = 0, oder = 1 erhält; so geben die 
Gleichungen (20) d. §. 11. 



107 



(3.) 



A\{u + 2co) = e - 2 ^ u+a,)+mni A\{u) A1(m + 2ü/) - e -2n'(u+co')+m'm M{u) 
A1(m + 2a;)! - e~ 2 ^ u+ ^ +ni Al(w)i Al(« + 2ü/)i - e -2^(«+a/)+m A1(m)i 
Al(« + 2w) 2 - ß - 2 ^ M+a; ) +nra ' Al(«) 2 Al(« + 2ü/) 2 - e - 1 ^ ( - u+CÜ ' )+n ' ni Al(«) 2 
( Al(« + 2w) 3 - e - 2r t u+ ^ +lni Al(«) 3 Al(« + 2ü/) 3 - e -2^(«+^')+/'™ A1(M ) 3< 
Es ist leicht nachzuweisen, daß die Combinationen 

m, m' n, n' Z, ?' 

mit den folgenden 

0, 1 1, 0, 

übereinstimmen müssen, abgesehen von der Aufeinanderfolge. Hiernach ge- 
ben die Formeln (15, 17, 18, 19, 20, 21, 36, 37) d. v. §. unmittelbar die Ausdrücke 
von AI(m), A1(m)j, A1(m)2, A1(m)3, sobald die Constanten g, g' für jede einzelne 
dieser Functionen bestimmt sind. Dies kann aber unter Andern für die lste, 3te 
und 4te dadurch geschehen, daß man u - setzt, indem die letztern dann den 
Werth 1 erhalten. 

Zur Abkürzung werde 



(4.) 



(5.) 



„x(u+v<o'-q<o)-x(u-qco) Jr ( U + V W ~ W ™ 



Je 



2<x> coi 



-■ = ®{u)v,q 



- x (u +V co'- q co)+ X (u+qco') lr { u+ V ( ° Z^L ™) = '( M ) 

2co 'co'' '''' 



'Ja 



gesetzt, wo p, q beliebige Zahlen bedeuten, und man in Folge von (33.) und (7.) 
d.v.§. 



(6.) 



S(u) P , q =J^.e-^- 



ar 



^"^'(UW 



hat. Dann erhält man aus den Gleichungen (36, 37) nach dem eben Bemerkten 
(6.) 



— . ., . ®\ u )m,m' 

e^w Al(tt) = 



(7.) 
(8.) 



qu 

e 2^7 Al(w) 2 = 



1]U Z 

e 2^7 Al(w) 3 - 



®\y)m,m' 

®(u)n,n' 
®(0) n ,n' 

®{u)l,l' 



5-^- . ,. . ® \ u )m' ,m 

e^co' Al(w) = 



rfu 2 



e 2«' A1(m) 2 = 

ifu 2 

e 2^" Al(w) 3 - 



®'(u)n',n 
®'(0)n',n 

®'{U)V,1 
&'(0) v / 
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Ferner hat man 



und daher 



ipr 



e 2« Al(u)i - g@(u)ii 
®(w)l,l 



sn« = g®(0) mrm 
In dieser Gleichung setze man 



®\ u )m,m' 



u - (n- l)o/ - (n' - l)co, 
so erhält man aus (42, 43) nach einigen Reductionen 



sn((n-l)cv -(n -l)co) = + n ^ m > ^- 



Aber 



(n - 1)g/ - (n' - \)co = ((n - l)m' - (n' - l)m) K + ((n - l)n' - (n' - l)n) K'i, 
oder mit Berücksichtigung der Gleichung m n' - n m' = 1, 

(n - l)co' - (n' - l)co = (2r - 1) K + Ix' K'i, 



wo 



(9.) 



( 2r - (n' + 1 - n') m - (n + 1 - n) m' 
[2t' = (n' + l-n')n - (n + 1 - n) n' 

ist, und aus (40) sich ergiebt, daß r, r' ganze Zahlen sind. Daher hat man 

sn((n - l)co' - (n' - l)cv) = sn(-K + 2xK + Ix'K'i) = (-l) r_1 . 

Damit ist der Werth von g bestimmt, und man erhält 



(10.) 



e^ Al(w)i 



&(0) l/V &(u) u 



M-W-m') ®{<d) m>m , &(0) nin , 



1} u 



e2w Al(w)i 



(-1) 



r-l 



&'(0) Vr l &'(u) u 



j(n-l)(l-m')+l &'(0) m >, m @'(0)„',n 



Die zweite dieser Gleichungen ergiebt sich aus der ersten vermittelst der Rela- 
tion (6), wobei zu bemerken ist, daß nach dem Obigen mm' = 0, nn' — 0, IV = 
ist. 
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Wenn p, q ganze Zahlen sind, so erhält man nach dem, was im vorherge- 
henden §. in Betreff der Ableitung der Formeln (18, 21) aus den unter (17, 20) 
aufgestellten bemerkt ist 



(11.) 



Und hieraus 



V ^ 



2^-2l n 



cos(2v-q)[^ + ^jn\. 



(12.) 



(13.) 



2 co n 



un 
20) 



®(")04-EW e " V2 ^ COs2v ^l 
( -( +-) 2 — 

®(u) 1J0 = Y 4 \e ^ 2 ' wi cos(2v + l) 

V ^ 

0(m) 1/1 - £ (-l)Vv" ^ sin(2v + 1) 
© («)o,0 = ]A e w ' cos 2v ^7 f 

e>) 04 = XJ(-l)V v2 ^cos2v^) 



un I 
2^!' 



2 

{/ l\ coin 
e -\ v -2)^ cos{ 2 v -l) — 



ö'Wy = £|(-1)VH) ^ sin(2v - 1)^1. 

Nimmt man co = K, co' = iK' ', so erhält man die von Jacobi in den Fundamentis 
zur Darstellung von sn u, cn u, dn u gegebenen Reihen. 
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Die in den Formeln (6, 7, 8, 10) vorkommenden Größen 0(O)o q u. s. w. 
lassen sich bekanntlich durch k, k! ' , K, K' ausdrücken; was aber für beliebige 
Werthe von m, rt, m', n' einige Erörterungen nöthig macht, in die ich hier nicht 
eingehn kann. 

Hiermit breche ich die auf die elliptischen Functionen sich beziehenden 
Entwicklungen ab, die, obwohl die Resultate bekannt sind, hier einen Platz 
gefunden haben, weil die dabei befolgte Methode im Wesentlichen dieselbe 
ist, welche im Folgenden auch bei den Abel 'sehen Functionen zur Anwendung 
kommen wird. 

Ehe ich mich nun aber wieder zu diesen wende, darf ich nicht unerwähnt 
lassen, daß ursprünglich eine Bemerkung Abel's*) , in der er auf die in (§. 8 - 
10) hergeleitete Darstellungsform der elliptischen Transcendenten hinweist, es 
gewesen ist, die mich zu einer neuen Behandlung dieser Functionen in der 
vorgetragenen Weise veranlaßte, und so auf den Weg führte, der mir auch in 
die Theorie der hyperelliptischen den Eingang eröffnete. 



*) S. die Einleitung zu dessen Precis d'une theorie des fonetions elliptiques, CEuvr. compl. 
Tom. I, pag. 234, sowie auch Lettre ä Mr. Legendre, ib. Tom. II, pag. 259. 
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